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ПРЕДИСЛОВИЕ

Â ó÷åáíîì ïîñîáèè èçëîæåíû îñíîâíûå ÷èñëåí-
íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ìàòåðèàë 
ñîîòâåòñòâóåò Ãîñóäàðñòâåííîìó îáðàçîâàòåëüíîìó 
ñòàíäàðòó ïî ñïåöèàëüíîñòè «Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìà-
òèêà». Êíèãà íàïèñàíà íà îñíîâå ëåêöèé, ÷èòàåìûõ 
àâòîðîì â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ ëåò íà ôàêóëüòåòå 
«Ðàäèîýëåêòðîíèêà è ëàçåðíàÿ òåõíèêà» Ìîñêîâñêî-
ãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. 
Í. Ý. Áàóìàíà.

Êíèãà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è ñåìè ãëàâ.
Âî ââåäåíèè èçëàãàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ìàòåðèà-

ëû èç êóðñîâ àíàëèçà è àëãåáðû.
Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííûì ìåòîäàì àë-

ãåáðû: ìåòîäàì ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì è íàõîæ-
äåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû.

Âî âòîðîé ãëàâå îïèñàíû ìåòîäû ïðèáëèæåíèÿ 
ôóíêöèé: ïîñòðîåíèå ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãðàíæà, Íüþ-
òîíà è Ýðìèòà, ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèÿ, à òàêæå ÷èñ-
ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìåòîäàì ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ — âû÷èñëåíèþ îïðåäåëåííûõ èíòå-
ãðàëîâ, íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ è èíòåãðàëîâ îò 
áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé.

×åòâåðòàÿ ãëàâà îïèñûâàåò ÷èñëåííûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.

Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ìåòîäû ïðèáëèæåíèÿ 
â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ — ðàâíîìåðíûå è 
ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ.

Øåñòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷è 
Êîøè äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé: Ðóíãå — Êóòòû, Àäàìñà, ïðîãíîçà è êîððåê-
öèè.

Â ñåäüìîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ 
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-



íûõ óðàâíåíèé: ìåòîäàì ïðîãîíêè, âàðèàöèîííûå, 
à òàêæå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çà-
äà÷ — ïðèñòðåëêè, êâàçèëèíåàðèçàöèè, ðàçíîñòíûå.

Â êíèãå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
! — çàìå÷àíèÿ;
� — êîíåö äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû;
(Â.12) — ññûëêà íà 12-þ ôîðìóëó ââåäåíèÿ;
(3.2) — ññûëêà íà âòîðóþ ôîðìóëó ãë. 3.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ òåõ-
íè÷åñêèõ âóçîâ, àñïèðàíòîâ è ïðåïîäàâàòåëåé, à òàê-
æå èíæåíåðîâ è íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, èñïîëüçóþùèõ 
â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ÷èñëåííûå ìåòîäû.
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ВВЕДЕНИЕ

В.1. Символы О и о

Ïóñòü x — äåéñòâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ. Â äàëüíåéøåì èç-
ëîæåíèè ïîâåäåíèå èíòåðåñóþùåé íàñ ôóíêöèè ( )f x  ïðè 0x x→  
áóäåò ïîëó÷àòü ñ ïîìîùüþ áîëåå ïðîñòîé ôóíêöèè ( )xϕ , íàèáîëåå 
÷àñòî ñòåïåííîé.

Îïðåäåëåíèå Â.1. Ñèìâîë Î (÷èòàåòñÿ «î áîëüøîå»). Áóäåì 
ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ( )f x  ÿâëÿåòñÿ î áîëüøîå îò ( )xϕ  ïðè

0x x→ , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ 0M >  è òàêîå ÷èñëî
( ) 0δ ε > , ÷òî ïðè 0| | ( )x x− < δ ε  ñïðàâåäëèâî:

 | ( ) | | ( ) |f x M x≤ ϕ . (Â.1)

Ýòîò ôàêò êîðîòêî çàïèñûâàþò

 ( ) ( ( )).f x O x= ϕ  (Â.2)

Åñëè ïðè ïðî÷òåíèè èñêëþ÷åíû íåäîðàçóìåíèÿ, òî ïèøóò:
( )f O= ϕ . Â ÷àñòíîñòè, çàïèñü ( ) (1)f x O=  îçíà÷àåò îãðàíè÷åííóþ 

ôóíêöèþ.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå «î áîëüøîå» ïðè

x →∞, x → +∞, x → −∞, 0 0x x→ + , 0 0x x→ − .
Îïðåäåëèì ýòî ïîíÿòèå, íàïðèìåð, ïðè x →∞.

Îïðåäåëåíèå Â.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ( )f x  ÿâëÿåòñÿ 
î áîëüøîå îò ( )xϕ  ïðè x →∞, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ 

0M >  è òàêîå ÷èñëî 0N > , ÷òî ïðè | |x N>  ñïðàâåäëèâî:

 | ( ) | | ( ) |,f x M x≤ ϕ  (Â.3)

÷òî òàêæå çàïèñûâàåòñÿ

 ( ) ( ( )).f x O x= ϕ  (Â.4)

Ïðèìåðû:
a) sin (1)x O=  ïðè 0x x→ . Î÷åâèäíî, ÷òî sin 1, 1,x M≤ =  

ϕ =( ) 1;x
á) sin ( )x O x=  ïðè 0x → . Ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà |sin | ,x x≤  
= ϕ =1, ( ) ;M x x
â) sh ( )xx O e=  ïðè x →∞.
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Òàê êàê sh x  — íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü 
ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ x → +∞:

21 1 1sh 1 , , ( ) .
2 2 2 2

x x
x x x xe ex e e e M x e

−
−−= = − ≤ = ϕ =

Ñâîéñòâà ñèìâîëà Î:
1) ( )f O f= . Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà ïîëîæèì â (Â.1)

1M = ;
2) åñëè ( ) и ( ), то ( ).f O O g f O g= ϕ ϕ = =  Â ñàìîì äåëå ,f M≤ ϕ  

ϕ ≤ ,L g  ïîýòîìó

.f M LM g≤ ϕ ≤

! Èç ( )f O= ϕ  íå ñëåäóåò ( )O fϕ = .

Ïðèìåðû: sin (1), но 1 (sin )x O O x= ≠ ;

! Ðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå ñèìâîë «î áîëüøîå», äîëæíî 
÷èòàòüñÿ òîëüêî ñëåâà íàïðàâî;

3) èç íåðàâåíñòâà (Â.1) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ( )f x  äîëæíà 
èìåòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 òå æå íóëè, ÷òî è ( )xϕ . Åñëè ýòî 
íå òàê, òî íåðàâåíñòâà (Â.1) íå ìîæåò áûòü;

4) åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ôóíêöèÿ ( ) 0xϕ ≠ , òî ìîæíî 
äàòü ìîäèôèêàöèþ îïðåäåëåíèÿ Â.1: ôóíêöèÿ ( ) ( ( )),f x O x= ϕ  
åñëè

 
0

( )
lim 0.

( )x x

f x
с

x→
= >

ϕ
 (Â.5)

Â êà÷åñòâå êîíñòàíòû M ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî, áîëüøåå, 
÷åì ñ.

Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, ò. å. åñëè ñïðà-
âåäëèâî (Â.1), òî íåîáÿçàòåëüíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë (Â.5). 
Íàïðèìåð, ìîæíî ïðèâåñòè sin (1)x O= ;

5) äëÿ äàííîé ôóíêöèè ( )f x  ìîæíî óñòàíîâèòü áåñêîíå÷íî 
ìíîãî ñîîòíîøåíèé âèäà (Â.1), â ÷àñòíîñòè åñëè ( ) ( ( ))f x O x= ϕ , 
òî = ϕ ≠( ) ( ( )), 0;f x O с x c

6) ôóíêöèè ( )f x  è ( )xϕ  íå îáÿçàíû ïðèíàäëåæàòü îäíîìó è 
òîìó æå êëàññó ãëàäêîñòè; îíè ìîãóò áûòü ðàçðûâíûìè èëè æå 
â íåêîòîðîé ÷àñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îáðàùàòüñÿ â íóëü.

Áóäåì òåïåðü ñðàâíèâàòü äâå áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè 
( )f x  è ( )xϕ .

Îïðåäåëåíèå Â.3. Ñèìâîë î (÷èòàåòñÿ «î ìàëîå»). Åñëè äëÿ 
ëþáîãî 0ε >  ñóùåñòâóåò ÷èñëî ( ) 0δ ε > , òàêîå, ÷òî ïðè |0|x x− < δ 
ñïðàâåäëèâî
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 ( ) ( ) ,f x x≤ ε ϕ  (Â.6)

òî ïèøóò

 = ϕ( ) ( ( ))f x o x  (Â.7)

è ãîâîðÿò: ( )f x  åñòü î ìàëîå îò ( )xϕ  ïðè 0x x→ .
Åñëè ïðè ïðî÷òåíèè èñêëþ÷åíû íåäîðàçóìåíèÿ, òî ïèøóò

( )f o= ϕ .
Â ÷àñòíîñòè, çàïèñü ( ) (1)f x o=  îçíà÷àåò, ÷òî ( ) 0f x →  ïðè

0x x→ .
Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå î ìàëîå ïðè x →∞.

Îïðåäåëåíèå Â.4. Åñëè äëÿ ëþáîãî 0ε >  ñóùåñòâóåò ÷èñëî N, 
òàêîå, ÷òî ïðè ||x N>  ñïðàâåäëèâî

 | ( ) | | ( ) |,f x x≤ ε ϕ  (Â.8)

òî ïèøóò

 ( ) ( ( ))f x o x= ϕ  (Â.9)

è ãîâîðÿò: ( )f x  åñòü î ìàëîå îò ( )xϕ  ïðè x →∞.

Ïðèìåðû:

à) 
2

1 1
o

x x
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠

 ïðè x →∞;

á) ( ), 0xe o x− α= −∞ < α <  ïðè x → +∞;
â) 1 cos ( )x o x− =  ïðè 0x → .

Ñâîéñòâà ñèìâîëà î:
1) èç ( )f o= ϕ  è ( )o gϕ =  ñëåäóåò ( )f o g= .

( )f o f=  èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0f ≡ ;

! Ðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå ñèìâîë «î ìàëîå», äîëæíî ÷è-
òàòüñÿ òîëüêî ñëåâà íàïðàâî;

2) èç íåðàâåíñòâà (Â.8) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ( )f x  äîëæíà 
èìåòü òå æå íóëè, ÷òî è ( )xϕ . Åñëè, êàê è â ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ 
Â.1, ôóíêöèÿ ( )xϕ  íå èìååò íóëåé ïðè 0x x→ , òî íåðàâåíñòâî 
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

 
0

( )
lim 0;

( )x x

f x
x→

=
ϕ

 (Â.10)

3) èç îïðåäåëåíèé Â.1 è Â.3 ñëåäóåò, ÷òî ( ( )) ( ( ))o x O xϕ = ϕ ;
4) ñîîòíîøåíèå (Â.9) íèêîãäà íå óêàçûâàåò òî÷íûé ïîðÿäîê 

ôóíêöèè ( )f x . Ýòî ñîîòíîøåíèå âñåãäà ìîæíî óòî÷íèòü, ïîñòðî-
èâ òàêóþ ôóíêöèþ 1( )xϕ , ÷òî 1( ) ( ( ))f x o x= ϕ  è 1 ( ) ( ( ))x o xϕ = ϕ . Äëÿ 
ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü ( )ϕ = ϕ 1/2

1 ( ) ( )x f x .
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×àñòî ïðèõîäèòñÿ âûïîëíÿòü àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ñ 
ôóíêöèÿìè, ñâÿçàííûìè ñîîòíîøåíèÿìè î è Î. Åñëè ðàññìà-
òðèâàòü ñóììó íåñêîëüêèõ ôóíêöèé, òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðè 
êàæäîì ñèìâîëå íàäî ñòàâèòü ñâîé èíäåêñ, òàê êàê êàæäîìó 
ñèìâîëó ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ôóíêöèÿ. Íî åñëè íå âîçíèêàåò 
íèêàêèõ íåäîðàçóìåíèé, òî èíäåêñàìè îáû÷íî ïðåíåáðåãàþò è 
ðàäè óäîáñòâà äëÿ ðàçíûõ ôóíêöèé ïðèìåíÿþò îäèí è òîò æå 
ñèìâîë ïîðÿäêà.

Íàïðèìåð, áóäåì ïèñàòü ( ( )) ( ( )) ( ( ))O x O x O xϕ + ϕ = ϕ , õîòÿ, 
ñòðîãî ãîâîðÿ, íàäî áûëî áû ïèñàòü òàê: 1 2 3( ) ( ) ( )O O Oϕ + ϕ = ϕ .

Îïèðàÿñü íà îïðåäåëåíèÿ Â.1 è Â.3, ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþ-
ùèå ôîðìóëû, ÷èòàåìûå ñëåâà íàïðàâî:

1) ( ( )) ( ( )), ( ( ( ))) ( ( )), ( ( ( ))) ( ( )),o x O x O O x O x o o x o xϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ
( ( ( ))) ( ( )), ( ( ( ))) ( ( ));O o x o x o O x o xϕ = ϕ ϕ = ϕ

2) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( );O O O o o o O o Oϕ + ϕ = ϕ ϕ + ϕ = ϕ ϕ + ϕ = ϕ
3) 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ),  ( ) ( ) ( ),  ( ) ( ) ( );O O O o o o O o oϕ ϕ = ϕ ϕ ϕ ϕ = ϕ ϕ ϕ ϕ = ϕ ϕ
4) 1 2 1 2( ) ( ) ( ),O O Oϕ + ϕ = ϕ +ϕ 1 2 1 2( ) ( ) ( ),o o oϕ + ϕ = ϕ + ϕ  

ϕ + ϕ = ϕ + ϕ1 2 1 2( ) ( ) ( );O o O
5) â ÷àñòíîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå îäíîãî ìíîæèòåëÿ ìîæíî 

ïðèìåíÿòü îáû÷íîå îáîçíà÷åíèå ôóíêöèè, òîãäà
( ) ( ) ( ( ) ( )), ( ) ( ) ( ( ) ( )).h x O O h x x h x o o h x xϕ = ϕ ϕ = ϕ

Åñëè ( ) 0h x с= ≠ , òî
( ) ( ( )), ( ) ( ( )), ( ( )) ( ), ( ) ( ( )).сO O x сo o x O x O с o o с xϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû 1 — 5 ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ëåã-
êî ïåðåíîñÿòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ è ìíîæèòåëåé; 
ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ äîïóñêàåòñÿ òàêæå áåñêîíå÷íîå 
÷èñëî ñëàãàåìûõ.

Íàñ îñîáî áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé 0x →  è ñòåïåííûå ôóíê-
öèè , 0xα α > . Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû 2 — 4 ìîæíî ïåðåïèñàòü 
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2′) α α α+ =( ) ( ) ( );O x O x O x
3′) α β α α+ββ= =( ) ( ) ( ) ( );O x O x O x O xx
4′) ( ) ( ) ( ) при 0 .O x O x O xα β α+ = < α ≤β

В.2. Разложение по формуле Тейлора 
функций одной и нескольких переменных

Êàê èçâåñòíî, åñëè ôóíêöèÿ èìååò n + 1 íåïðåðûâíóþ ïðî-
èçâîäíóþ íà îòðåçêå [a, b], òî åå ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå 
Òåéëîðà [16]:

 
1 1

1
0

( ) ( )
( ) , [0,1].

! ( 1)!

n k nk n

k n
k

d f x d f x hh hf x h
dx k dx n

+ +

+
=

+ ξ+ = + ξ∈
+∑  (Â.11)

Â ñëó÷àå åñëè ôóíêöèÿ èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðîèçâî-
äíûõ, òî åå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà:
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0

( )
( ) .

!

k k

k
k

d f x hf x h
dx k

∞

=
+ = ∑  (Â.12)

Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ÷èñëî 0R ≥ , òàêîå, ÷òî ðÿä (Â.12) 
ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ ,| |h h R< . Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè 0h =  ðÿä (Â.12) 
ñõîäèòñÿ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (Â.11), ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íóþ 
ôîðìóëó äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ ( , )f x y  èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå 

2

( , )n

n k

f x y
x y −

∂
∂ ∂

 ïðè k n m≤ ≤  â îáëàñòè {[ , ] [ , ]}D a b c d= × . Òðåáóåòñÿ 

íàéòè ðàçëîæåíèå ýòîé ôóíêöèè ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êå 0 ( , )x yM =  îáëàñòè D ïî ñòåïåíÿì ïðèðàùåíèé 
h ïî x è H ïî y.

Ïóñòü 1 ( , )M x h y H= + + . Ñîåäèíèì òî÷êè M0 è M1 îòðåçêîì 
ïðÿìîé òàê, ÷òî òî÷êà M íà ýòîé ïðÿìîé èìååò ïàðàìåòðèçàöèþ 

= λ + −λ λ∈1 0(1 ) , [0,1].M M M
Îáîçíà÷èì

( ) [ ( ) (1 ) , ( ) (1 ) ] ( , ).F f x h x y H y f x h y Hλ = λ + + −λ λ + + −λ = + λ + λ

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ 1( ) [0,1]nF C +λ ∈ . Ðàçëîæèì åå â òî÷êå 
0 ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì λ:

n 1 1

1
0

(0) ( )
( ) , [0,1].

! ( 1)!

k nk n

k n
k

d F d F
F

d k d n

+ +

+
=

ξλ λλ = + ξ∈
λ λ +∑

Òàê êàê

0

( , )(0)
,

k kk
j j k j
kk j k j

j

f x yd F
C h H

d x y
−

−
=

∂=
λ ∂ ∂∑

òî

 0 0

1 1
1

1 1
0

( , )1( , )
!

( , )1 , [0,1]
( 1)!

n k k
j j k j
k j k j

k j

n n
j j n j
n j n j

j

f x y
f x h y H h HC

k x y

f x h y H
h HC

n x y

−
−

= =

+ +
+ −

+ + −
=

∂+ + = +
∂ ∂

∂ + ξ + ξ+ ξ∈
+ ∂ ∂

∑ ∑

∑
 (Â.13)

Ôîðìóëó (Â.13) ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ. Âïîñëåäñòâèè íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè 
äî âòîðîãî ïîðÿäêà

1
1 1 1

0

2
1 1

0 0

  
    

  

( , ... , )
( , ... , ) ( , ... , )

( , ... , )1 .
2

n
n

n n n j
jj

n n
n n

j k
j kk j

f x x
f x h x h f x h h

x

f x h x h
h h

x x

=

= =

∂+ + = + +
∂

+ ξ + ξ∂+
∂ ∂

∑

∑ ∑
 (Â.14)
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В.3. Погрешность результата численного решения задачи

В.3.1. Источники погрешности 
при математических вычислениях

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âîçíèêàþò ñëåäóþùèå 
âèäû ïîãðåøíîñòè:

1) íåóñòðàíèìàÿ ïîãðåøíîñòü — èñõîäíûå äàííûå äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè;

2) ïîãðåøíîñòü ìåòîäà — ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå çàäà÷è 
ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì. Òàêîå îïèñàíèå íàçûâàåòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîìîùüþ 
äàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè åå ïðèõîäèòñÿ çàìåíÿòü äðóãîé, 
áîëåå ïðîñòîé, íî áîëåå óäîáíîé äëÿ âû÷èñëåíèé;

3) âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü — ïðè ââîäå äàííûõ â ÝÂÌ 
ïðîèçâîäèòñÿ îòáðàñûâàíèå ëèøíèõ ðàçðÿäîâ, ïðè âûïîëíåíèè 
àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé — îêðóãëåíèå.

Áîëåå ïîäðîáíî ïîñëåäíèé âèä ïîãðåøíîñòè áóäåò ðàññìîòðåí 
â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

Èíîãäà ïîä íåóñòðàíèìîé ïîãðåøíîñòüþ ïîíèìàþò òó ÷àñòü 
ïîãðåøíîñòè, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè ââåäåíèè èñõîäíûõ äàííûõ â 
ÝÂÌ. Ïîãðåøíîñòü æå, îáóñëîâëåííàÿ íåñîîòâåòñòâèåì ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè ðåàëüíîñòè, íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ ìîäåëè.

В.3.2. Представление чисел в ЭВМ. 
Погрешность арифметических действий

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ îïåðèðóåò 
ñ áåñêîíå÷íûìè äðîáÿìè è ïðîèçâîäèò òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ, 
ïðè âû÷èñëåíèè íà ÝÂÌ ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ÷èñëàìè ñ 
êîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçðÿäîâ, ÷òî íàêëàäûâàåò ñâîþ ñïåöèôèêó 
íà ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ.

Â ÝÂÌ ëþáîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

 2 ,px m= θ  (Â.15)

ãäå m — ìàíòèññà — äâîè÷íîå ÷èñëî èç äèàïàçîíà 0 ≤ m < 1, 
èìåþùåå n ðàçðÿäîâ; θ — çíàê ÷èñëà x; p — ïîðÿäîê ÷èñëà x — 
äâîè÷íîå ÷èñëî, èìåþùåå k ðàçðÿäîâ.

Ìàíòèññà m äîëæíà áûòü íîðìàëèçîâàíà, ò. å. åñëè m ≠ 0, 
òî ñòàðøèé ðàçðÿä ìàíòèññû íå ðàâåí íóëþ.

Ïîêàæåì, êàê ïåðåâåñòè ÷èñëî â äâîè÷íóþ ñèñòåìó. Ïðåä-
ñòàâèì â ìàøèííîì âèäå ÷èñëî 7,0625:
y çàïèøåì åãî â äâîè÷íîì âèäå. Öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ðàâíà 7; 

ðàçäåëèì åå íà 2; ÷àñòíîå ðàâíî 3, îñòàòîê — 1. Ñëåäîâàòåëüíî, 
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ïîñëåäíèé ðàçðÿä öåëîé ÷àñòè â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè áóäåò 
ðàâåí 1;
y ðàçäåëèì 3 íà 2; ÷àñòíîå ðàâíî 1, îñòàòîê — 1. Òàê êàê 

îáà ðåçóëüòàòà ìåíüøå 1, òî äàëüíåéøåå äåëåíèå ïðåêðàùàåì. 
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 710 = 1112.

! Èíäåêñ, ñòîÿùèé ñïðàâà îò ÷èñëà, îçíà÷àåò îñíîâàíèå 
ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äðîáíîé ÷àñòè ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:
y óìíîæèì 0,0625 íà 2: 0,0625 ⋅ 2 = 0,125. Òàêèì îáðàçîì, 

ïåðâûé äâîè÷íûé ðàçðÿä ìàíòèññû ïîñëå çàïÿòîé ðàâåí 0;
y óìíîæèì òåïåðü 0,125 íà 2: 0,125 ⋅ 2 = 0,25. Âòîðîé äâî-

è÷íûé ðàçðÿä — 0;
y óìíîæèì 0,25 íà 2: 0,25 ⋅ 2 = 0,5. Î÷åðåäíîé ðàçðÿä — 0;
y ïîñòóïàÿ òàêæå äàëåå, ïîëó÷èì 0,5 ⋅ 2 = 1. Ñëåäóþùèé ðàç-

ðÿä — 1. Òàêèì îáðàçîì, 7,062510 = 111,00012.
Ïîñëå íîðìàëèçàöèè ïîëó÷èì ñëåäóþùèé âèä ÷èñëà: 

111,0001 = 0,1110001 ⋅ 23. Ïîðÿäîê ïîëó÷åííîãî ÷èñëà ðàâåí 3.
Òàê êàê íà êàæäûé èç ïàðàìåòðîâ â ÝÂÌ îòâîäèòñÿ îïðåäå-

ëåííîå êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ, òî íå âñÿêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî 
èç äîïóñòèìîãî äèàïàçîíà ìîæíî ïðåäñòàâèòü òî÷íî â âèäå 
(Â.15), è ýòî ïðèâîäèò ê îñîáåííîñòÿì ïðè âûïîëíåíèè àðèô-
ìåòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé.

Äëÿ ïîÿñíåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ãðóáîé ìîäåëüþ. Ïóñòü íà ìàí-
òèññó m îòâåäåíî òðè äâîè÷íûõ ðàçðÿäà, à íà ïîðÿäîê — îäèí, 
ò. å. ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

Çíàê ÷èñëà Ìàíòèññà Çíàê ïîðÿäêà Ïîðÿäîê

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ìàíòèññà ñîäåðæèò òðè 
ðàçðÿäà, òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ îñòàòîê ëèáî îêðóãëÿåòñÿ, ëèáî 
îòáðàñûâàåòñÿ. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí îòáðàñû-
âàåòñÿ.

Ïåðå÷èñëèì âñå äâîè÷íûå ÷èñëà, ïðåäñòàâèìûå ñ òðåõçíà÷-
íîé ìàíòèññîé (ïîðÿäîê p ðàâåí 0):

1 0 0 0,5

1 0 1 5/8 = 0,625

1 1 0 3/4 = 0,75

1 1 1 7/8 = 0,875
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñåë ïðè p = 1 óìíîæèì ðåçóëüòàò íà 2. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè p = 1 èìååì çíà÷åíèÿ 1; 1,25; 1,5; 1,75.

Àíàëîãè÷íî, ïðè p = −1 ïîëó÷àåì 0,25; 0,3125; 0,375; 0,4375.
Ïîýòîìó âñå äîïóñòèìûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå 

ìîæíî òî÷íî îòîáðàçèòü òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷åíû â ñëåäóþ-
ùåé òàáëèöå:

1/4 5/16 3/8 7/16 1/2 5/8 3/4 7/8 1 5/4 3/2 7/4

×èñëà, ïî ìîäóëþ ìåíüøèå 1/4, íàçûâàþòñÿ ìàøèííûì 0. 
×èñëà, ïî ìîäóëþ áîˆëüøèå 7/4, ñ÷èòàþòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-
øèìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî 7,0625 ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íî 
áîëüøèì.

Îñòàëüíûå ÷èñëà îòîáðàæàþòñÿ ëèøü ïðèáëèæåííî. Ïóñòü, 
íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ çàïèñàòü â ïàìÿòü ÝÂÌ 2. Â ðåçóëüòàòå 
áóäåì èìåòü 2 5/4.=

Âñå ÷èñëà èç äèàïàçîíà (1/2, 5/8) áóäóò èçîáðàæàòüñÿ ÷èñ-
ëîì 1/2.

Îòñþäà âûòåêàþò îñîáåííîñòè ìàøèííîé àðèôìåòèêè:

−0,8 + 0,9 = 1/8;
5/4 ⋅ 3/2 = ∞;
1/4 ⋅ 5/16 = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàíòèññà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ äåñÿòè÷íûõ 
ðàçðÿäîâ.

Çàäà÷à Â.1. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñóììó äåñÿòè ÷èñåë [2]:
0,2897; 0,4976; 2,488; 7,259; 16,38; 62,49; 216,2; 523,3; 

1403; 5291.
Òî÷íîå çíà÷åíèå ñóììû ðàâíî 7522,9043.
Âû÷èñëèì åå òåïåðü â ÷åòûðåõðàçðÿäíîé ñåòêå ñíà÷àëà ñëåâà 

íàïðàâî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïÿòûé ðàçðÿä îòáðàñûâàåòñÿ. Ñóììà 
ðàâíà 7522.

Âû÷èñëèì ñóììó ñïðàâà íàëåâî è ïîëó÷èì 7520.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åí íåòî÷íûé ðåçóëüòàò. Äëÿ òîãî ÷òîáû 

îöåíèòü ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé, ââåäåì ïîíÿòèÿ àáñîëþòíîé è 
îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè.

Îïðåäåëåíèå Â.5. Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè òî÷íîãî 
x è ïðèáëèæåííîãî x* çíà÷åíèé íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíîé ïî-
ãðåøíîñòüþ, *A x x= − .

! Òàê êàê íàì íåèçâåñòíî òî÷íîå çíà÷åíèå, òî â êà÷åñòâå àá-
ñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè áåðåòñÿ îöåíêà ýòîé âåëè÷èíû.

Îïðåäåëåíèå Â.6. Îòíîøåíèå àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ê 
ïðèáëèæåííîìó çíà÷åíèþ íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåø-
íîñòüþ, / *A xδ = .
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Âû÷èñëèì àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè ðå-
çóëüòàòà. Â ïåðâîì ñëó÷àå àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàâíà

1 0,9043A = , îòíîñèòåëüíàÿ 1 0,0001202δ = ; âî âòîðîì 2 2,9043A = , 
2 0,000386δ = .

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ìåíüøå ïðè ñóììèðîâàíèè îò 
ìåíüøåãî ÷èñëà ê áîëüøåìó.

Îòñþäà âûòåêàþò ïðàâèëà äåéñòâèé ñ ÷èñëàìè:
1) ïðè ñëîæåíèè èëè âû÷èòàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë 

íóæíî ñóììèðîâàòü èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïî ìîäóëþ;
2) ñëåäóåò, ïî âîçìîæíîñòè, èçáåãàòü âû÷èòàíèÿ ïî÷òè îäè-

íàêîâûõ ÷èñåë;
3) âûðàæåíèå ( )a b c−  ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ab ac− , 

à ( )/b c a−  — / /b a c a− . Åñëè ÷èñëà b è c ïî÷òè ðàâíû äðóã äðóãó, 
òî íóæíî âûïîëíèòü âû÷èòàíèå äî óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ;

4) ðåêîìåíäóåòñÿ ñâåñòè ê ìèíèìóìó êîëè÷åñòâî àðèôìåòè-
÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ïåðå÷èñëåííûõ ïðàâèë, ðå-
øèâ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 2 0,4002 0,00008 0x x+ + = .

Òî÷íûå çíà÷åíèÿ êîðíåé x1 = −0,4 è x2 = −0,0002.
Ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

2

12
0,4002 (0,4002) 0,00032

.
2

x
− ± −

=

Âû÷èñëèì îáà êîðíÿ ïðè äëèíå ìàíòèññû, ðàâíîé 4:

− ± −= =

− ± − ±= =

12
0,4002 0,1601 0,00032

2

0,4002 0,1597 0,4002 0,3996.
2 2

x

Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîðíåé ðàâíû:

x1 = −0,3999 è x2 = −0,0003.

Àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè êîðíåé ñîîòâåòñòâåííî 1 0,0001A =  
è 2 0,0001A = . Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè 1 20,00025, 0,5δ = δ = .

ßñíî, ÷òî òî÷íîñòü âòîðîãî êîðíÿ ñëèøêîì ìàëà. Ýòî ïðîèçî-
øëî âñëåäñòâèå íàðóøåíèÿ ïðàâèëà 2. Ïîïðîáóåì èñïðàâèòü 
ïîëîæåíèå. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ 
âòîðîãî êîðíÿ òàê, ÷òîáû íå âû÷èòàòü, à ñêëàäûâàòü ïî÷òè 
îäèíàêîâûå ÷èñëà:

2 22

2 2

2 2

2 2

( 4 )( 4 )4
2 2( 4 )

4 2 .
2( 4 ) 4

b b c b b cb b cx
b b c

b c b c

b c b b c b

− + − − − −− + −= = =
− − −

− −= =
− − + − +
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Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, ïîëó÷èì

= − = − = −
+2

0,00016 0,00016 0,0002,
0,3996 0,4002 0,7998

x

ò. å. ïîëó÷èëè ïðàêòè÷åñêè òî÷íîå çíà÷åíèå êîðíÿ.
Ê ñîæàëåíèþ, íå ñóùåñòâóåò îáùèõ ïðàâèë ïîëó÷åíèÿ òàêîãî 

óëó÷øåíèÿ ðåçóëüòàòà.

Çàäà÷à Â.2. Ïðîâåðèòü ïðàâèëî 3 íà ïðèìåðå a = 0,9364; 
b = 0,6392; c = 0,6375 (óìíîæåíèå) è a = 0,41; b = 0,36; c = 0,7 
(äåëåíèå).

Правила действий с погрешностями

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü çàäàíà äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

  1( , , ).nz f x x= …
Òðåáóåòñÿ, çíàÿ Ai — àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè àðãóìåíòîâ, 

íàéòè àáñîëþòíóþ A è îòíîñèòåëüíóþ δ ïîãðåøíîñòè âû÷èñëå-
íèÿ ôóíêöèè.

Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà ðàâíà

     1 1* *( , , ) ( , , ) .n nA f x x f x x= −… …  (Â.16)

Òàê êàê ïîãðåøíîñòè èñõîäíûõ äàííûõ îáû÷íî ìàëû, ïðè-
ìåíèâ ê (Â.16) ôîðìóëó Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì

     1 1

1 1

( , , ) ( , , )
.

n n
n n

i i
i ii i

f x x f x x
A x A

x x= =

∂ ∂= Δ ≤
∂ ∂∑ ∑… …  (Â.17)

Äëÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè èìååì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

     1 1

1 1

( , , ) ln ( , , )1 .
n n

n n
i i

i ii i

f x x f x xA A A
f f x x= =

∂ ∂δ = ≤ =
∂ ∂∑ ∑… …  (Â.18)

Âû÷èñëèì ïîãðåøíîñòè äëÿ îñíîâíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ 
ôîðìóë:
y .f x y= ±  Èç ôîðìóëû (Â.17) ñëåäóåò

( * *) ( *) ( *);A x y A x A y± ≤ +
y f xy= . Àíàëîãè÷íî,

( * *) * ( *) * ( *),

( * *) ( *) ( *) ( *) ( *);

A x y y A x x A y

x y x y x y

≤ +
δ ≤ δ + δ + δ δ

y xf
y

= :
( *) ( *)* .

* 1 ( *)
x yx

y y
δ + δ⎛ ⎞δ ≤⎜ ⎟ − δ⎝ ⎠
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Åñëè δ δ �( *), ( *) 1,x y  òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåí-
íûìè ðàâåíñòâàìè

* ( *) ( *), ( * *) ( *) ( *);
*

x x y x y x y
y

⎛ ⎞δ ≈ δ + δ δ ≈ δ + δ⎜ ⎟⎝ ⎠
y nf x= :

(( *) ) * ( *),

(( *) ) ( *).

n

n

A x nx A y

x n x

≤
δ ≤ δ

В.3.3. Обратная задача теории погрешностей

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îïðåäåëèòü, êàêèìè äîëæíû áûòü ïî-
ãðåøíîñòè àðãóìåíòîâ, ÷òîáû îáåñïå÷èòü çàäàííóþ òî÷íîñòü 
ðåçóëüòàòà.

Ïðîñòåéøèì ðåøåíèåì áóäåò ïðèíöèï ðàâíûõ âëèÿíèé, ò.å. 
êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå (Â.17) îêàçûâàåò îäèíàêîâîå 
âëèÿíèå íà ðåçóëüòàò. Ñëåäîâàòåëüíî,

  1( , , )
,n

i
i

f x x AA
x n

∂ =
∂
…

îòêóäà

  1

.
( , , )

i
n

i

AA
f x x

n
x

=
∂

∂
…

Ïðèìåð Â.1. Ïóñòü ðàäèóñ øàðà ðàâåí ïðèìåðíî 1. Ñ êàêîé 
òî÷íîñòüþ íóæíî âû÷èñëèòü ðàäèóñ è ÷èñëî π, ÷òîáû îáúåì 
øàðà áûë âû÷èñëåí ñ òî÷íîñòüþ 0,1?

Îáúåì øàðà îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëå 34 .
3

V R= π

Àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè:

3

0,1 0,3 0,0375;
4 82
3

A
R

π = = =  
2

0,1 0,1 0,00398.
82 4

RA
R

= = =
ππ

В.4. Нормы вектора и матрицы

Îáîáùèì ïîíÿòèå äëèíû âåêòîðà íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíîãî 
ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå Â.7. Íîðìîé âåêòîðà x íàçûâàþò ÷èñëî, îáî-
çíà÷àåìîå x  è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) 0, 0 ,x x x≥ = ⇔ = θ  çäåñü θ — íóëåâîé âåêòîð;
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2) α = α × ,x x  ãäå α — ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;
3) x y x y+ ≤ +  — íåðàâåíñòâî, íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâîì 

òðåóãîëüíèêà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñâîéñòâà 1 — 3 ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ñâîéñòâ 
äëèíû òðåõìåðíîãî âåêòîðà.

Ïðèìåðû:

1) 1
1

;
n

i
i

x x
=

=∑
2) 2

2 ( , );ix x x x= =
3) max .i

i
x x∞ =

Îïðåäåëåíèå Â.8. Åâêëèäîâîé íîðìîé âåêòîðà x  íàçûâàåòñÿ
2x .

Ïðèìåðû: ïóñòü çàäàí âåêòîð = − −(1, 2,3, 4) ,Tx  òîãäà:
1) 1 1 2 3 4 10;x = + + + =
2) 2 1 4 9 16 30;x = + + + =
3) 4.x ∞ =
Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âàæ-

íîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà Â.1. Âñå êîíå÷íîìåðíûå íîðìû ýêâèâàëåíòíû ìåæäó 
ñîáîé, ò. å. äëÿ ëþáûõ äâóõ íîðì и x xα β, ââåäåííûõ ðàíåå, 
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

,x x xα β αγ ≤ ≤ δ
ãäå γ è δ — íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âåêòîðîâ { }nx  â íåêîòîðîé íîðìå, òî ñõîäèìîñòü áóäåò 
èìåòü ìåñòî è â ëþáîé äðóãîé íîðìå.

Ïåðåíåñåì ïîíÿòèå íîðìû âåêòîðà íà ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå Â.9. Íîðìîé ìàòðèöû A íàçûâàþò ÷èñëî, îáî-
çíà÷àåìîå A , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) 0, 0A A A≥ = ⇔  — íóëåâàÿ ìàòðèöà;
2) α = α × ,A A  ãäå α — ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;
3) A B A B+ ≤ + . Çäåñü A è B — ìàòðèöû îäèíàêîâîé ðàç-

ìåðíîñòè;
4) AB A B≤ × .

Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðîèç-
âåäåíèå ìàòðèöû è âåêòîðà, òî äîëæíî áûòü ñîãëàñîâàíèå â 
îïðåäåëåíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðì.

Îïðåäåëåíèå Â.10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íîðìà ìàòðèöû A  
ñîãëàñîâàíà ñ íîðìîé âåêòîðà x , åñëè Ax A x≤ × .
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Îáû÷íî íîðìà ìàòðèöû ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ââåäåííîé ðàíåå 
íîðìû âåêòîðà.

Îïðåäåëåíèå Â.11. Íîðìà ìàòðèöû À íàçûâàåòñÿ ïîä÷èíåí-
íîé íîðìå âåêòîðà x, åñëè || ||A  îïðåäåëåíà òàêèì îáðàçîì:

0 1
sup sup .
x x

Ax
A Ax

x≠ =
= =

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîä÷èíåííàÿ íîðìà ñîãëàñîâàíà ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé íîðìîé ìåòðèêîé âåêòîðà:

0
sup .
x

Ax Ax
A

x x≠
≤ =

Ñðàâíèâ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
Ax A x≤ .

Áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ íîðì ìàòðèö, 
ïîä÷èíåííûì ñîîòâåòñòâóþùèì âåêòîðíûì íîðìàì (÷åðåç aij 
îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ìàòðèöû A):

1) 1
1

,
n

i
i

x x
=

=∑
 1

1

max ;
n

ij
i j

A a
=

= ∑  (Â.19)

2) 2
2

1

,
n

i
l

x x
=

= ∑

 2 ,A = λ  (Â.20)

ãäå λ — íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû ATA;
3) max ,ix x∞ =

 
1

max .
n

ij
j i

A a∞
=

= ∑  (Â.21)

Íàïðèìåð, ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà
1 2 3

4 5 6 .

7 8 9

A

⎛ − ⎞
⎜ ⎟

= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

Ðàññ÷èòàåì íîðìó çàäàííîé ìàòðèöû.

1) 
=

= = − + − + − − + =

= =

∑1
1

max max(|1 2 3|, | 4 5 6|, |7 8 9|)

max(2,5,8) 8;

n

ij
i j

A a
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