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ВВЕДЕНИЕ

в настоящий курс не может обойти стороной основное его по-
нятие — обыкновенное дифференциальное уравнение, т. е. запись
вида

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0. (1)

Не уточняя пока, откуда и куда действует функция F , отме-
тим лишь, что:

• порядком уравнения (1) называется участвующее в его за-
писи значение n ∈ N (при условии, что последний аргумент
функции F не является фиктивным);

• переменная x в уравнении (1), служащая первым аргумен-
том функции F , — скалярная1 , а все остальные аргументы этой
функции могут быть и векторными, принимающими значения в
пространстве Rm (с одним и тем же значением m ∈ N).

I. Решение дифференциального уравнения. Запись (1)
приобретает смысл уравнения только после того, как разъясне-
но, какой объект в нем является искомым.

Решением уравнения (1) назовем любую функцию

y : I → Rm,

определенную на каком-либо интервале2

I ≡ (a, b) ⊂ R (a, b ∈ R ≡ {−∞} ∪ R ∪ {+∞})
и удовлетворяющую тождеству

F
(
x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)

)
= 0, x ∈ I.

Интегральными кривыми уравнения (1) будем называть гра-
фики его решений.

1Именно поэтому уравнение (1) называется обыкновенным (в отличие от
уравнения в частных производных).

2Т. е. на открытом связном подмножестве I числовой прямой R (в даль-
нейшем буква I , как правило, будет обозначать интервал). Таким образом,
в настоящем курсе рассматриваются только классические решения.
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II. Общее решение. Обыкновенное дифференциальное
уравнение порядка n считается полностью решенным, если най-
дено его общее решение, т. е. множество всех решений, заданное
неявно уравнением

Φ(x, y, C1, . . . , Cn) = 0 (2)

или, что более предпочтительно, явной формулой

y = f(x,C1, . . . , Cn).

При этом подразумевается, что:
• если запись (2) для какого-либо набора констант C1, . . . , Cn

явно или неявно задает какую-либо функцию y = y(x), опреде-
ленную на каком-либо интервале, то эта функция — обязательно
решение уравнения (1);

• и наоборот, любое решение уравнения (1) задается уравне-
нием (2) при некоторых значениях констант C1, . . . , Cn.

III. Обозначения и особенности нумерации. Здесь и ни-
же одной и той же буквой, но разного начертания, обозначены и
переменные, и подставляемые вместо них функции, что оправда-
но сходством самих объектов1. Так, переменным y, y′, x, ẋ, z, u . . .
в дальнейшем соответствуют функции y, y′, x, ẋ, z, u . . .

Отметим, кстати, что производная функции по t, как прави-
ло, обозначается точкой, а по x или по какой-либо другой пере-
менной — штрихом.

Нумерация всех утверждений (лемм, теорем и следствий) —
сплошная, равно как и формул, а нумерация определений —
двойная, с номером главы впереди.

Значками ◮ и � всюду отмечены, соответственно, начало и
конец доказательства.

Некоторые разделы помечены звездочкой — это означает, что
при недостатке времени их позволительно изучать менее глубоко
(например, ознакомившись только с формулировками утвержде-
ний, которые, возможно, подробно разбираются в других мате-
матических курсах) или даже опустить совсем.

1Кстати, в практических выкладках их обычно не различают вовсе.



Г л а в а 1

ПОЛЯ НАПРАВЛЕНИЙ
НА ПЛОСКОСТИ

1.1. Уравнение в дифференциалах

имеет вид

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0, (x, y) ∈ G ⊂ R2, (3)

где функции M,N : G → R нигде в области G не обнуляются
одновременно:

(M(x, y), N(x, y)) 6= (0, 0), (x, y) ∈ G. (4)

Забегая вперед, поясним, что дифференциальное уравнение
более привычного вида

dy

dx
= f(x, y), (x, y) ∈ G, (5)

является частным случаем уравнения в дифференциалах (3), в
котором коэффициент при dy отличен от нуля.

I. Поле направлений. С каждой точкой (x, y) ∈ G свяжем
касательную плоскость1 T(x,y) с координатами (dx, dy) (рис. 1):
ее начало координат совместим с точкой (x, y), а оси координат
будем считать параллельными соответствующим осям коорди-
нат области G.

Определение 1.1. В области G ⊂ R2 можно задать:
• векторное поле v, т. е. отображение, которое каждой точ-

ке (x, y) ∈ G ставит в соответствие выходящий из нее вектор
v(x, y) ∈ T(x,y);

1Имеющую структуру векторного пространства R2.
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Рис. 1. Направление, нормаль и градиент в точке

• поле направлений1 l, т. е. отображение, которое каждой точ-
ке (x, y) ∈ G ставит в соответствие проходящую через нее пря-
мую l(x, y) ⊂ T(x,y).

Уравнение (3) естественным образом определяет в области
G следующее поле направлений l: для каждой фиксированной
точки (x, y) ∈ G само равенство (3), при условии (4), задает в
координатах (dx, dy) не что иное, как прямую, проходящую через
начало координат (т. е. графически через точку (x, y); рис. 1), —
ее и принимаем за прямую l(x, y) поля направлений.

C уравнением в дифференциалах свяжем также еще и вектор-
ное поле n = (M,N), которое назовем полем нормалей, посколь-
ку для каждой точки (x, y) ∈ G вектор n(x, y) служит нормалью
к прямой l(x, y).

II. Интегральная кривая. С геометрической точки зрения
решение представляет собой интегральную кривую, называемую
так именно по той причине, что само уравнение является диф-
ференциальным.

Определение 1.2. Кривую Γ ⊂ G назовем интегральной
кривой поля направлений l (или уравнения, задающего это по-
ле), если она в каждой своей точке (x, y) ∈ Γ касается прямой
l(x, y).

1Правильнее было бы его назвать полем прямых, так как направления-то
на них как раз не указываются.
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В этом определении мы уже предполагаем, что кривая Γ име-
ет в каждой своей точке касательную. Более того, сузим множе-
ство возможных интегральных кривых еще сильнее, а именно:
ограничимся только такими кривыми, которые задаются одним
уравнением1:

Γ = {(x, y) ∈ G′ | f(x, y) = 0}, (6)

где скалярная функция f ∈ C1(G′), определенная в некоторой
подобласти G′ ⊂ G, имеет на Γ ненулевой градиент

∇f(x, y) ≡ (f′x(x, y),f′y(x, y)) 6= 0, (x, y) ∈ Γ.

Из курса математического анализа известно (в частности, в
силу теоремы о неявной функции), что:

• при указанных условиях множество точек (6) есть дей-
ствительно кривая2, которая локально, т. е. в достаточно малой
окрестности U ⊂ G любой своей точки (x0, y0), задается урав-
нением y = y(x) или x = x(y) в зависимости от того, какая из
производных f′y(x0, y0) или f′x(x0, y0) отлична от нуля;

• касательная к этой кривой в каждой точке (x, y) ∈ Γ суще-
ствует и задается в плоскости T(x,y) уравнением

df(x, y) ≡ f′x(x, y) dx + f′y(x, y) dy = 0;

• вектор ∇f(x, y) ∈ T(x,y), являясь нормалью к последней
прямой, перпендикулярен к касательной (или, что по определе-
нию то же, к самой кривой).

Лемма 1. Кривая (6) является интегральной для уравне-
ния (3) тогда и только тогда, когда в каждой ее точке (x, y)
векторы ∇f(x, y) и n(x, y) параллельны, т. е. справедлива про-
порция3 f′x(x, y) : f′y(x, y) = M(x, y) : N(x, y). (7)

◮ Кривая Γ (см. рис. 1), задаваемая уравнением (6), касается
поля направлений l уравнения (3) тогда и только тогда, когда
в каждой точке (x, y) ∈ Γ касательная к Γ совпадает с прямой
l(x, y) или когда их нормали ∇f(x, y) и n(x, y) параллельны. �

1Локально (вблизи любой точки (x, y) ∈ Γ) оно может быть получено,
например, исключением параметра t из системы x = x(t), y = y(t).

2Возможно, не связная — и тогда речь идет о любой ее компоненте связ-
ности.

3Заметим, что в этой пропорции допустимы и нулевые члены.

7



III. Обыкновенное дифференциальное уравнение. Ес-
ли уравнение (3) удовлетворяет, например, дополнительному
условию1

N(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ G,

то с помощью операций деления2 оно преобразуется к виду (5),
где f ≡ −M/N.

• С одной точки зрения, уравнение (5) по-прежнему остается
уравнением в дифференциалах, но теперь уже вида

f(x, y) dx− dy = 0,

и задает поле направлений, которое каждой точке (x, y) ∈ G ста-
вит в соответствие заведомо невертикальную (т. е. не параллель-
ную оси ординат) прямую с угловым коэффициентом3, равным
dy/dx = f(x, y). Это поле задает свои интегральные кривые.

• С другой точки зрения, левую часть уравнения (5) можно
воспринимать и как самую настоящую производную4 y′ иско-
мого решения — и тогда уравнение (5) превращается в обыкно-
венное дифференциальное уравнение 1-го порядка, разрешенное
относительно производной.

Его решениями, по определению, служат всякие функции
y : I → R, удовлетворяющие равенству

y
′(x) = f(x, y(x)), x ∈ I. (8)

Это уравнение также задает поле направлений, ставя в соот-
ветствие каждой точке (x, y) ∈ G касательную к проходящему
через нее графику Γy решения y, причем угловой коэффициент
y
′(x) этой касательной, согласно равенству (8), совпадает с тем

же числом f(x, y).
Итак, рассмотренные два взгляда на уравнение (5) приводят

к одинаковым полям направлений и различаются лишь способом
задания интегральных кривых, что фактически и подтверждает

1Случай M(x, y) 6= 0 рассматривается аналогично.
2Если dx = 0, то, в силу уравнения (3), также и dy = 0, однако точку

(dx, dy) = (0, 0) можно смело считать удовлетворяющей уравнению (5) (вос-
принимаемому как пропорция; впрочем, потеря этой точки была бы здесь
не существенной).

3Совпадающим, по определению, с тангенсом ориентированного (против
часовой стрелки) угла наклона к положительному направлению оси абсцисс.

4Хотя, по своему происхождению, она представляет собой просто дробь.
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Лемма 2. Если f ∈ C(G), то кривая Γ (6) является инте-
гральной для уравнения в дифференциалах (5) тогда и только
тогда, когда она служит графиком Γy некоторого решения y

дифференциального уравнения (5).

◮ В силу вышеизложенного остается только доказать, что спо-
собы задания интегральных кривых при рассмотренных выше
двух точках зрения на уравнение (5) эквивалентны.

1. Пусть кривая Γ (6) — интегральная для уравнения (5) в
дифференциалах. Тогда она служит графиком некоторой функ-
ции y. Действительно:

• в силу пропорцииf′x(x, y) : f′y(x, y) = f(x, y) : (−1), (x, y) ∈ Γ,

имеем f′y(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ Γ;

• следовательно, по теореме о неявной функции уравнениеf(x, y) = 0 (9)

в достаточно малой окрестности каждой точки (x0, y0) ∈ Γ за-
дает функцию y = y(x), т. е. кривая Γ локально (вблизи каждой
своей точки) служит графиком такой функции;

• но тогда и вся кривая Γ в целом обязательно служит графи-
ком некоторой функции y, однозначно1 определенной на полной
проекции кривой на ось абсцисс.

2. Обратно, если функция y : I → R — решение дифференци-
ального уравнения (5), то ее график Γy задается уравнением2f(x, y) ≡ y − y(x) = 0 (∇f = (−y′, 1) 6= 0),

т. е. записывается в форме (6). �

1Действительно (рис. 2), если бы какие-то две точки кривой Γ имели
одинаковую абсциссу x0, то на дуге кривой Γ, соединяющей эти две точки,
нашлась бы внутренняя точка (x1, y1) с наименьшей или наибольшей абс-
циссой x1 6= x0 (например, самая левая на рис. 2), а тогда уравнение (9)
не задавало бы функцию y = y(x) ни в какой полной окрестности точки x1

ввиду отсутствия точек дуги с одной стороны от нее.
2В качестве области определения G′ функции f можно взять ту компо-

ненту связности открытого множества G∩(I×R), которая содержит график
Γy, а требование f ∈ C1(G′) выполнено, так как функция y

′ (8) непрерывна.
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Рис. 2. Интегральная кривая —
график функции?

Рис. 3. Поле направлений
уравнения первообразной

IV. Уравнение первообразной. Рассмотрим простейший
частный случай уравнения (5)

y′ = f(x), f : I → R, (10)

решениями которого служат всевозможные первообразные
функции f и только они.

Правая часть этого уравнения, заданного в вертикальной по-
лосе G = I × R (рис. 3), не зависит от y, поэтому его поле на-
правлений во всех точках любой вертикальной прямой прини-
мает одно и то же значение. Коль скоро поле направлений инва-
риантно относительно вертикальных сдвигов, такой же инва-
риантностью обладает и множество всех интегральных кривых
этого уравнения.

В курсе математического анализа доказана

Теорема 3. Если f ∈ C(I), то при любом фиксированном
значении x0 ∈ I общее решение уравнения (10) задается форму-
лой

y =

x»
x0

f(x) dx+ C. (11)

При каждом значении C для любого интервала1 J ⊂ I фор-
мула (11) указывает явную зависимость переменной y от пере-

1Не обязательно содержащего точку x0.
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менной x ∈ J , определяющую решение уравнения (10), причем
никаких других решений это уравнение не имеет.

Таким образом, любая интегральная кривая уравнения (10)
совпадает с графиком функции (11), где x ∈ I, или с его частью.

1.2. Общее решение

уравнения в дифференциалах ищется в виде линий уровня его
интеграла.

I. Интеграл уравнения в дифференциалах. Ключевую
роль в решении уравнения (3) призвана сыграть скалярная
функция, принимающая постоянное значение вдоль каждой его
интегральной кривой (а не только вдоль одной, как в форму-
ле (6)).

Определение 1.3. Функция f ∈ C1(G) с ненулевым градиен-
том называется интегралом1 уравнения (3), если в каждой точке
(x, y) ∈ G она удовлетворяет условию (7).

Любой интеграл f уравнения (3) обладает следующими свой-
ствами:

• при каждом фиксированном значении C ∈ E(f) любая ком-
понента связности2 множества f−1(C) точек (x, y) ∈ G, удовле-
творяющих уравнению f(x, y) = C, (12)

есть именно кривая — так называемая линия уровня функции f;
• любая линия уровня функции f, согласно лемме 1, является

интегральной кривой уравнения (3);
• если две линии уровня функции f соответствуют разным

значениям C, то они не имеют общих (и даже общих предель-
ных) точек в области G;

• через любую точку (x0, y0) ∈ G проходит ровно одна ли-
ния уровня функции f — а именно, та, которая соответствует
значению C = f(x0, y0).

II. Формула общего решения. Из теоремы 3 вытекает, что
интегралом уравнения первообразной (10), эквивалентного урав-
нению в дифференциалах

1Ср. с первым интегралом автономной системы (см. п. 7.5).
2Которых, вообще говоря, несколько, причем разные компоненты связ-

ности, по определению, не имеют в G общих предельных точек.
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dy = f(x) dx, (x, y) ∈ G ≡ I × R,

служит, например, функцияf(x, y) = y −
x»

x0

f(x) dx, (13)

а интегральными кривыми этого уравнения служат линии уров-
ня этого интеграла (или их части) и только они.

Оказывается, последним свойством обладают все интегралы
любого уравнения в дифференциалах. Именно это и утверждает

Теорема 4. Если f — интеграл уравнения (3), то его общее
решение задается уравнением (12).

◮ Исходя из свойств интеграла f, для доказательства теоремы
остается лишь установить, что любая интегральная кривая Γ
уравнения (3) совпадает с какой-либо линией уровня функции f
или с ее частью. В самом деле:

• уравнение (3), в силу условия (7), переписывается в видеf′x(x, y) dx+ f′y(x, y) dy = 0, (x, y) ∈ G;

• пусть (x0, y0) ∈ Γ, тогда без ограничения общности можно
считать выполненным, скажем, условие1f′y(x0, y0) 6= 0,

а в силу непрерывности функции f′y для достаточно малой
окрестности U точки (x0, y0) получаем неравенствоf′y(x, y) 6= 0, (x, y) ∈ U ;

• согласно лемме 2, уравнение (3) в окрестности U записыва-
ется в виде

y′ = −f′x(x, y)f′y(x, y) , (x, y) ∈ U, (14)

и дуга Γ(x0, y0) интегральной кривой Γ, расположенная в окрест-
ности U , служит графиком Γy некоторого решения y = y(x);

• но тогда дуга Γ(x0, y0) лежит на линии уровня функции f,
т. е. для некоторой константы C имеемf|Γy

= C,

1Случай f′
x(x0, y0) 6= 0 рассматривается аналогично.
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Рис. 4. Вся интегральная
кривая

так как с учетом уравнения (14)
получаем

d

dx
f(x, y(x)) = f′x(x, y(x)) +

+ f′y(x, y(x))y′(x) = 0, x ∈ D(y);

• наконец, из того факта, что
кривая Γ локально (вблизи каж-
дой своей точки) совпадает с ка-
кой-либо линией уровня функ-
ции f, следует, что она и в це-
лом содержится в некоторой ли-
нии уровня1. �

III. Уравнение в полных

дифференциалах. Важнейший частный случай уравнения в
дифференциалах и его интеграла описывает

Определение 1.4. Уравнение (3) называется уравнением в
полных дифференциалах, если существует его потенциал, т. е.
функция f ∈ C1(G), удовлетворяющая равенству

∇f(x, y) = (M(x, y), N(x, y)), (x, y) ∈ G.

Например, уравнение первообразной (10) является уравнени-
ем в полных дифференциалах, так как его интеграл (13) служит
одновременно и его потенциалом. Заметим, что:

• всякий потенциал уравнения (3) является его интегралом,
поскольку равенство в определении 1.4 влечет за собой пропор-
цию (7);

• по большому счету, верно и обратное, т. е. всякий интегралf уравнения (3) служит потенциалом другого уравнения, по-
лучаемого из исходного уравнения (3) домножением обоих его
коэффициентов M и N на некоторый положительный множи-
тель2 m : G→ R, удовлетворяющий равенству

1Действительно (рис. 4), любая замкнутая дуга кривой Γ с конца-
ми (x0, y0) и (x1, y1) локально вблизи каждой своей точки принадлежит
какой-либо линии уровня, поэтому, в силу компактности этой дуги (по
лемме Гейне—Бореля), покрывается конечной цепочкой открытых дужек
Γ1, . . . ,ΓN некоторых линий уровня функции f, последовательно цепляю-
щихся друг за друга, а значит, лежащих на одной линии уровня.

2Называемый, по понятным причинам, интегрирующим (см. также раз-
дел III из п. 8.1 и раздел III из п. 8.3).

13



∇f(x, y) = m(x, y) · (M(x, y), N(x, y)), (x, y) ∈ G;

• уравнение в полных дифференциалах с известным потен-
циалом решается в соответствии с теоремой 4;

• левая часть уравнения в полных дифференциалах попросту
совпадает с полным дифференциалом его потенциала

df(x, y) = M(x, y) dx+N(x, y) dy;

• для того чтобы уравнение в дифференциалах (3) с коэффи-
циентами M,N ∈ C1(G) было уравнением в полных дифферен-
циалах, необходимо1 выполнение равенства

M ′
y(x, y) = N ′

x(x, y), (x, y) ∈ G, (15)

поскольку

M,N ∈ C1(G) =⇒ f′x,f′y ∈ C1(G) =⇒ f ∈ C2(G) =⇒
=⇒ M ′

y(x, y) = f′′xy(x, y) = f′′yx(x, y) = N ′
x(x, y), (x, y) ∈ G.

IV∗. Случай ветвления потенциала. Уравнение

−y dx
x2 + y2

+
x dy

x2 + y2
= 0, (x, y) ∈ G ≡ R2 \ {(0, 0)},

является уравнением в полных дифференциалах с потенциаломf, значение которого в точке (x, y) определяется как ориенти-
рованный угол, образуемый радиус-вектором (x, y), например, с
положительным направлением оси абсцисс.

Действительно, левая часть уравнения в правой, верхней, ле-
вой и нижней координатных полуплоскостях может быть пред-
ставлена, соответственно, в виде

d arctg
y

x
, d arcctg

x

y
, d

(
arctg

y

x
+ p) , d

(
arcctg

x

y
+ p) .

И несмотря на то, что единой непрерывной ветви этого потен-
циала во всей плоскости с выколотой точкой2 (0, 0) не существу-
ет, любые два потенциала данного уравнения локально вблизи

1А в случае односвязной области G — и достаточно, что доказано в курсе
математического анализа. Более того, зачастую равенство (15) сразу при-
нимают за определение уравнения в полных дифференциалах.

2Из-за чего плоскость перестает быть односвязной.
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любой точки проколотой плоскости отличаются друг от друга
на константу (аддитивную).

Поэтому множества линий уровня всех этих потенциалов по
существу одинаковы — они состоят из всех лучей, начинающихся
в выколотой точке. А значит, общее решение этого уравнения все
равно задается уравнением (12).

1.3. Автономное уравнение

имеет вид
y′ = f(y), f : I → R, (16)

и задано в горизонтальной полосе G ≡ R× I.

I. Общее решение при отсутствии особых точек. Урав-
нение (16) эквивалентно уравнению в дифференциалах

dy = f(y) dx.

Его поле направлений не зависит от x, а значит, инвариант-
но относительно горизонтальных сдвигов, как и множество его
интегральных кривых (рис. 5).

Пусть на некотором интервале J ⊂ I нет особых точек1, т. е.
точек, в которых функция f обнуляется. Тогда уравнение (16)
приводится к уравнению в полных дифференциалах

dx =
1

f(y)
dy, (x, y) ∈ G′ ≡ R× J,

и, в случае f ∈ C(J), имеет потенциалf(x, y) ≡ x−
y»

y0

dh
f(h) (y0 ∈ J),

задающий в области G′ общее решение

x =

y»
y0

dh
f(h) + C. (17)

1Векторного поля f .
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Рис. 5. Поле направлений ав-
тономного уравнения

Заметим, что формула (17) действительно задает неявно
функцию y = y(x), поскольку на интервале J непрерывная
функция f не обнуляется, а значит, имеет на нем фиксирован-
ный знак, следовательно, задаваемая формулой (17) функция
x = x(y) монотонна и потому обратима.

II. Единственность при наличии особой точки. Пусть
некоторая точка a ∈ I является особой, т. е. удовлетворяет ра-
венству

f(a) = 0.

Тогда прямая y = a заведомо служит интегральной кривой урав-
нения (16).

Определение 1.5. Точка (x0, y0) ∈ G для уравнения (3) на-
зывается:

• точкой существования, если через нее проходит хотя бы
одна его интегральная кривая;

• точкой единственности, если любые две его интеграль-
ные кривые, проходящие через точку (x0, y0), локально (вблизи
(x0, y0)) совпадают.

Если уравнение (3) имеет интеграл, то, в силу теоремы 4, все
точки области G — точки существования и единственности.

В рассматриваемом же здесь случае все точки прямой y = a
являются точками существования, а на вопрос, будут ли они еще
и точками единственности, дает ответ

Лемма 5. Если f ∈ C(I), то для уравнения (16) любая точка
(x, y) ∈ G — точка существования, причем:

• если y — неособая точка, то (x, y) — точка единственно-
сти;
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• если y = a — изолированная особая точка, то (x, y) — точ-
ка единственности тогда и только тогда, когда расходятся оба
интеграла1

a±0»
dh
f(h) . (18)

◮ В силу вышесказанного для доказательства теоремы остает-
ся лишь установить справедливость ее заключительного утвер-
ждения. Пусть a — изолированная особая точка, для которой
выполнено, скажем, неравенство2

f(y) > 0, y0 ≤ y < a. (19)

Изучим поведение интегральных кривых вблизи произвольной
точки (x0, a) при y → a− 0.

1. Пусть несобственный интеграл конечен (см. сплошную ин-
тегральную кривую на рис. 5)

a−0»
y0

dh
f(h) = x1. (20)

• Для некоторой функции x, задаваемой формулой (17), име-
ем

x(a− 0) = lim
y→a−0

x(y) =

a−0»
y0

dh
f(h) + C1 = x1 + C1 = x0,

как только C1 ≡ x0−x1. А тогда для обратной функции y полу-
чаем y(x) → a − 0 при x → x0 − 0. Поэтому через точку (x0, a)
проходит составная интегральная кривая, которая слева от этой
точки совпадает с графиком возрастающей функции y, а справа
идет по прямой y = a.

• Интегральная кривая, доопределенная по непрерывности
в точку (x0, a), имеет в ней горизонтальную касательную (т. е.
касается поля направлений): действительно, левосторонняя про-

1Нижний предел интегрирования не указан, поскольку его значение, с
точки зрения сходимости интеграла, здесь не существенно (важно лишь, с
какой стороны от верхнего предела происходит интегрирование).

2Другие случаи исследуются аналогично.
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изводная полученной функции y в точке x0 равна следующему
пределу1

lim
x→x0−0

y
′(x) = lim

x→x0−0
f(y(x)) = lim

y→a−0
f(y) = f(a) = 0,

равному, как видим, нулю, а правосторонняя производная также
равна нулю, как производная от константы.

2. Пусть интеграл (20) бесконечен (см. штриховую часть инте-
гральной кривой на рис. 5). Тогда абсолютно все интегральные
кривые, идущие снизу от прямой y = a, приближаются к ней
лишь асимптотически при x→∞, не имея с ней общих предель-
ных точек. Поэтому в точке (x0, a), точнее с нижней стороны от
нее, единственность не нарушается. �

III. Дифференциальный признак единственности. Од-
ним из простейших, но, как оказывается2 , перспективных спосо-
бов обеспечения локальной единственности решений уравнения
(16) является предположение самой обыкновенной дифференци-
руемости его правой части в особых точках, как показывает

Следствие 6. Если f ∈ C(I) и в изолированной особой точ-
ке a ∈ I существует производная f ′(a), то для уравнения (16)
все точки прямой y = a — точки единственности.

◮ При указанных в этом следствии условиях интегралы (18) рас-
ходятся. Например3, в случае (19) из равенства

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+ o(h) = f ′(a)h+ o(h), h→ 0,

обозначив L ≡ |f ′(a)|+ 1, для некоторого h0 > 0 получаем

0 < f(a− h) ≤ |f ′(a)(−h)| + |o(−h)| ≤ Lh, 0 < h < h0,

откуда имеем

a−0»
a−h0

dh
f(h) =

h0»
0

dh

f(a− h)
≥

h0»
0

dh

Lh
=∞,

и остается только воспользоваться теоремой 5. �

1В силу факта его существования (теорема из курса математического
анализа).

2См. теорему 9 далее.
3Остальные случаи рассматриваются аналогично.
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Рис. 6. Убывание решения к нулю:

a — экспоненциальное; б — квадратичное

IV. Характерные примеры. Для разных эволюционных 1

уравнений вопросы единственности решаются по-разному.
• Уравнение остывания тела

y′ = −ky (k > 0), (x, y) ∈ G ≡ R2,

в окружающей среде, температура которой поддерживается рав-
ной нулю, задает температуру y = y(x) тела в момент x при на-
чальном условии y(0) = y0 > 0 следующим равенством

−kx =

y»
y0

dhh ≡ ln
y

y0
⇐⇒ y = y0e

−kx.

Здесь точки существования и единственности заполняют всю
плоскость, так как интегралы (18) расходятся: это означает, что
тело никогда не остынет до температуры окружающей среды
(рис. 6, a).

• В уравнении вытекания жидкости

y′ = −k√y (k > 0), (x, y) ∈ G ≡ R× [0;∞),

исследуется, как функция от времени x, высота y = y(x) уровня
жидкости, вытекающей из сосуда через отверстие в его дне. Это
уравнение при условии y(0) = y0 > 0 имеет решение, определяе-
мое формулой

1В которых (в частности, автономных) скорость изменения изучаемой
величины есть функция от самой этой величины, а также, возможно, от ее
производных по каким-то другим, не временны́м, переменным.
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−kx =

y»
y0

dh
√h ≡ 2(

√
y−√y0)⇐⇒ y =

(√
y0 −

kx

2

)2

,
kx

2
≤ √y0.

Из нее видно, что вода полностью вытекает из сосуда за конеч-
ное время (интеграл (18) здесь сходится), поэтому точки инте-
гральной кривой y = 0 не являются точками единственности:
указанное решение, обратившись в нуль в тот момент x0, когда
kx0 = 2

√
y0, далее уже совпадает с нулевым (рис. 6, б ).

1.4. Уравнение с разделяющимися переменными

имеет вид

P (x)Q(y) dx = R(x)S(y) dy, P,R : I → R, Q, S : J → R,
(21)

и задано в любой области

G ⊂ {(x, y) ∈ I × J | (P (x)Q(y), R(x)S(y)) 6= (0, 0)}, (22)

а в случае обыкновенного дифференциального уравнения — за-
писывается в виде

y′ = f(x)g(y), f : I → R, g : J → R.

I. Разделение переменных. Область G (22) по определе-
нию не содержит ни одной точки (x0, y0), удовлетворяющей сра-
зу двум равенствам

R(x0) = 0, Q(y0) = 0.

Тем не менее каждое значение x0 или y0, удовлетворяющее в
отдельности первому или второму из этих равенств, порождает
интегральную кривую x = x0 или y = y0.

Рассмотренные ранее уравнение первообразной (10) и авто-
номное уравнение (16) служат примерами уравнения с разде-
ляющимися переменными. А оно, в свою очередь, разделением
переменных (см. доказательство теоремы 7 ниже) сводится к
уравнению в полных дифференциалах.

Из теоремы 4 вытекает

Теорема 7. Если P,R ∈ C(I) и Q,S ∈ C(J), а функции Q,R
не имеют нулей, то для уравнения (21) в области G (22):
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• при любой фиксированной точке (x0, y0) ∈ G общее реше-
ние задается уравнением

x»
x0

P (x)
R(x) dx =

y»
y0

S(h)
Q(h) dh+ C; (23)

• все точки области G — точки существования и един-
ственности.

◮ Действительно, в области G уравнение с разделенными пере-
менными

M(x) dx+N(y) dy = 0,

имеющее коэффициенты

M(x) =
P (x)

R(x)
, N(y) = −S(y)

Q(y)
,

равносильно исходному (так как их поля направлений одинако-
вы) и является уравнением в полных дифференциалах с потен-
циалом f(x, y) = x»

x0

M(x) dx + y»
y0

N(h) dh.
Поэтому к нему непосредственно применима теорема 4. �

II. Однородное уравнение. Так называется уравнение, ко-
торое имеет вид

y′ = f (y/x) (24)

и задается в какой-либо из областей (секторов плоскости)

G = {(x, y) | x > 0, y/x ∈ I}
или

G = {(x, y) | x < 0, y/x ∈ I} .
Правая часть этого уравнения зависит только от отношения

y/x, а потому его поле направлений во всех точках одного луча,
выходящего из начала координат, принимает одно и то же значе-
ние, т. е. оно инвариантно относительно гомотетий с центром
(0, 0) (рис. 7, а). Этим же свойством обладает и множество ин-
тегральных кривых уравнения (24).

С помощью замены переменной y на

z ≡ y/x (25)
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Рис. 7. Замена переменных в однородном уравнении:

a — сектор; б — полуполоса

(которая при подстановке y = y(x) и z = z(x) задает зависимость
между функциями y и z) уравнение (24) сводится к уравнению
с разделяющимися переменными в том смысле, какой подразу-
мевает

Лемма 8. При переходе от переменных x, y к переменным
x, z, связанным соотношением (25), все решения уравнения (24)
переходят в решения уравнения

z′ =
g(z)

x
, g(z) ≡ f(z)− z, z ∈ I, (26)

и наоборот.

◮ Действительно, замена (25) связывает старую функцию y и
новую функцию z (с общей областью определения J) соотноше-
нием

y(x) ≡ xz(x), x ∈ J,

поэтому верна цепочка эквивалентных утверждений

y
′(x) = f

(
y(x)

x

)
⇐⇒

(
xz(x)

)′
=

= f

(
xz(x)

x

)
⇐⇒ xz′(x) = g(z(x)),

первое и последнее из которых означают, что функции y и z

являются решениями уравнений (24) и (26) соответственно. �

III∗. Геометрический смысл замены переменных. Со-
отношение (25) можно интерпретировать и как формулу, зада-
ющую отображение (рис. 7, а, б )
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f : G→ D ≡ R+ × I (R− × I),

которое каждой точке (x, y) ∈ G ставит в соответствие точку

(x, z) = f(x, y) ≡ (x, y/x) ∈ D.

При этом отображении каждая кривая сектора G переходит в
кривую полуполосы D, а интегральная кривая уравнения (24) —
в интегральную кривую уравнения (26), о чем и свидетельствует
лемма 8.

Задачи для самостоятельного решения

1. Могут ли два разных уравнения вида (3) задавать одинаковые
поля:

• нормалей,
• направлений?
2. Верно ли, что если функция f ∈ C1(G) с ненулевым градиентом

постоянна вдоль каждой интегральной кривой уравнения (3), то она
есть интеграл этого уравнения?

3. Задает ли формула

y =

x»
C1

f(x) dx+ C2

общее решение уравнения (10) первообразной? Каким недостатком об-
ладает эта формула?

4. Докажите или опровергните следующее утверждение (аналогич-
ное фактически установленному в процессе доказательства леммы 2):
если поверхность Γ ⊂ (R2 × R1) локально в окрестности каждой сво-
ей точки (x0, y0) ∈ Γ служит графиком функции y = y(x), то она и в
целом служит графиком некоторой такой функции.

5. Какое наибольшее количество не равных локально друг другу
интегральных кривых можно провести через точку прямой y = a в
формулировке теоремы 5, если:

• сходится ровно один из двух интегралов (18);
• сходятся оба интеграла (18)?
6. Получите явную (выражающую решение через коэффициенты

уравнения) формулу для общего решения уравнения (3) в полных диф-
ференциалах в области G = I × J при выполнении условия (15).

7. Есть предположение, что переживаемое человеком время ∆t
вблизи настоящего момента t воспринимается им не как абсолютное, а
как его отношение ко всему времени x(t), прожитому этим человеком
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к моменту t. Исходя из этого предположения составьте дифференци-
альное уравнение для функции x(t) и решите его.

8. Может ли линия уровня (12) потенциала уравнения (3) в полных
дифференциалах быть несвязной, т. е. представлять собой не одну, а
объединение нескольких интегральных кривых? Может ли число та-
ких кривых не быть одинаковым для всех C?

9. Докажите, что любые два потенциала уравнения (3) в полных
дифференциалах локально вблизи любой точки области G отличаются
друг от друга на константу (аддитивную).

10. Верно ли, что любая точка единственности какого-либо урав-
нения, по определению, есть и точка существования?

11. Для уравнения

y′ = |y|a (или y′ = |y|a · sgn y)
в зависимости от значения a ∈ R исследуйте на существование и един-
ственность каждую точку (x, y) ∈ R2 (доопределив при a ≤ 0 по непре-
рывности обобщенное поле направлений в точки, где y = 0).

12. В зависимости от значений a, b > 0 определите, сколько прохо-
дит через начало координат локально различных интегральных кри-
вых уравнения (16) с правой частью:

• f(y) =

{
ya, y ≥ 0,

(−y)b, y ≤ 0;
• f(y) =

{
ya, y ≥ 0,

−(−y)b, y ≤ 0.

13. Докажите, что если если P,R ∈ C(I) и Q,S ∈ C(J), а функция
R имеет изолированный нуль a ∈ I, то для уравнения (21) в области
(22) любой интервал прямой x = a — интегральная кривая, причем ее
точка (a, b), удовлетворяющая условию

S(b) 6= 0, (27)

есть точка единственности тогда и только тогда, когда расходятся оба
интеграла a±0»

P (x)
R(x) dx.

Существенно ли в этом утверждении условие (27)?
14. Докажите, что если f ∈ C(I) и функция g (26) обнуляется на

интервале I ровно в одной точке a ∈ I, то для уравнения (24) любая
точка (x, y) ∈ G — точка существования, причем:

• если y 6= ax, то (x, y) — точка единственности;
• если y = ax, то (x, y) — точка единственности тогда и только

тогда, когда расходятся оба интеграла
a±0»

dh
g(h) .


