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УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

◮,◭ — начало, конец доказательства
a.b.c. — теорема с номером c находится в параграфе b главы a

(a.b.c) — формула с номером c находится в параграфе b главы a

п.в. — почти всюду
f ∧ g — меньшее из двух чисел f и g
f ∨ g — большее из двух чисел f и g
f+ — положительная часть функции f
f− — отрицательная часть функции f
T — произвольное множество вещественных чисел
t∗ — точная верхняя грань множества вещественных чисел T
t∗ — точная нижняя грань множества вещественных чисел TN — множество натуральных чиселQ — множество всех рациональных чиселQ+ — множество всех неотрицательных рациональных чиселR — множество всех вещественных чисел (вещественная пря-

мая)R+ — множество всех неотрицательных вещественных чисел
Ac — дополнение множества A1A — индикаторная функция множества A

×t∈TΩt — прямое произведение множеств Ωt, t ∈ TRd — d-мерное евклидово пространство
2Ω — класс всех подмножеств множества Ω(L) — сигма-алгебра, порожденная классом множеств L

B(Rd) — борелевская сигма-алгебра на Rd

B(R) — борелевская сигма-алгебра на RR — расширенная вещественная прямаяRd
— расширенное d-мерное евклидово пространство

B(R) — борелевская сигма-алгебра на R
B(Rd) — борелевская сигма-алгебра на Rd

(Ω,F) — измеримое пространство
⊗t∈TFt — прямое произведение сигма-алгебр Ft, t ∈ T,
(Ω,F ,m) — пространство с меройm⊗ m′ — прямое произведение мер m и m′

V b
a (f) — полная вариация функции f(t), t ∈ [a, b]

(Ω,F ,P) — вероятностное пространство
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(×Ωt,⊗t∈TFt) — прямое произведение измеримых пространств
(Ωt,Ft), t ∈ T(Xt, t ∈ T ) — сигма-алгебра, порожденная случайными векто-
рами Xt, t ∈ TEX — математическое ожидание случайной величины
X

〈x, y〉 — скалярное произведение x, y ∈ Rd

QT — множество рациональных чисел, содержащихся
в множестве T, и тех граничных точек t∗ и t∗,
которые принадлежат T

f(t+), f(t−) — предел справа, слева функции f в точке t
Xt+, Xt− — предел справа, слева случайного процесса X в

точке tF(X) — естественная фильтрация случайного процесса
X

G(X) — расширенная естественная фильтрация случай-
ного процесса X

B(T ) — борелевская сигма-алгебра на множестве T
Ppg — сигма-алгебра прогрессивно измеримых мно-

жеств
projΩC — проекция множества C на множество Ω

P — сигма-алгебра предсказуемых множествE(X |G) — условное математическое ожидание случайной
величины X относительно сигма-алгебры G

‖M‖2,∞ — норма мартингала M ∈ L2

[M,N ] — квадратическая вариация мартингалов M и N
Φ — стандартная нормальная функция распределе-

ния
Π = {Πt, t ∈ T } — пуассоновский процесс
B = {Bt, t ∈ T } — процесс броуновского движения

‖X‖(M)
2,∞ — норма случайного процесса X ∈ L2(M)

(X ·M),

»
XdM — стохастический интеграл



ПРЕДИСЛОВИЕ

Содержание учебника составляет часть лекций о случайных
процессах, которые автор читает на факультете вычислитель-
ной математики и кибернетики Московского государственного
университета им. М.В.Ломоносова. Книга рассчитана на чита-
телей, усвоивших общий курс теории вероятностей и впервые
приступивших к изучению теории случайных процессов.

Цель учебника состоит в том, чтобы в доступной форме по-
знакомить читателя с основными понятиями теории случайных
процессов. В качестве «вершины», которая венчает учебник, вы-
брана теория стохастического интегрирования. Причина тако-
го выбора продиктована многочисленными применениями сто-
хастического анализа в экономике, технике и во многих научных
направлениях. В качестве примеров можно сослаться на моно-
графию Ван Кампена [8] о применении стохастического анализа
в физике и химии и на курс лекций А.В.Мельникова [39] о ро-
ли стохастического интегрирования в построении современной
теории финансовых рынков.

Наилучший способ проникнуть в суть теории случайных про-
цессов состоит в привлечении методов теории меры. По этой
причине в первой главе приведены необходимые сведения из
теории меры и интеграла. Содержание этой главы не сводится
к простому перечислению необходимых утверждений. Читатель
несомненно заметит, что доказательства и конструкции, кото-
рые приведены в этой главе, составляют тот инструментарий,
с помощью которого исследуются многие свойства случайных
процессов.

Вторая глава дает общее представление о понятии случай-
ного процесса. Обсуждаются общие свойства случайных про-
цессов, доказывается теорема существования случайных процес-
сов с данными распределениями. В третьей главе обсуждается
понятие мартингала и его обобщений. Мартингалы составляют
один из важнейших классов случайных процессов. Теория мар-
тингалов лежит в основе построения современной теории сто-
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хастического интегрирования. Мартингальные методы находят
применение за пределами теории случайных процессов, напри-
мер, в классическом математическом анализе (см. монографию
Ф.Басс [2]).

Случайные процессы с независимыми приращениями обсуж-
даются в четвертой главе. Знаменитыми представителями слу-
чайных процессов с независимыми приращениями являются
процесс броуновского движения и процесс Пуассона. Этим про-
цессам посвящены пятая и шестая главы.

Стохастическое интегрирование изложено в седьмой главе.
В качестве интегрируемых процессов и интеграторов выступают
соответственно предсказуемые процессы и квадратично интегри-
руемые, непрерывные справа мартингалы. Изложенная теория
стохастического интегрирования достаточна для многих прило-
жений.

В восьмой главе приведены некоторые применения стохасти-
ческих интегралов. Среди прочего вычислена знаменитая фор-
мула Блэка-Шоулса для справедливой цены европейского оп-
циона. Дано вероятностное решение уравнения теплопроводно-
сти. Обсуждаются начала теории стохастических дифференци-
альных уравнений.

В списке литературы приведены источники, на которые име-
ются прямые ссылки в тексте. Ограниченный объем учебника не
позволил обсудить ряд важных классов случайных процессов.
Пришлось ограничиться только упоминанием некоторых учеб-
ников и монографий о таких случайных процессах. Некоторые
источники можно назвать «древними». С такими источниками
стоит познакомиться. Именно они, чаще всего, содержат «забы-
тые» идеи, которые могут стать предметом собственных иссле-
дований читателя.

Автор выражает благодарность студентам и аспирантам, ко-
торые прослушали курс лекций и приняли участие в редактиро-
вании учебника. Особая благодарность рецензентам — профес-
сорам Алексею Николаевичу Чупрунову и Юрию Степановичу
Хохлову.



Г Л А В А 1

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

В главе собраны сведения из теории множеств и теории ин-
тегрирования, необходимые для изучения случайных процессов.

1.1. Операции с множествами

Напомним некоторые сведения из наивной (неаксиоматиче-
ской) теории множеств. Недостаток этой теории состоит в том,
что отсутствует логически безупречное определение понятия
множества. Приводимое далее «определение» было предложено
Кантором (Moritz Benedict Cantor) — основателем теории мно-
жеств. Оно вполне удовлетворительно для наших целей.

1.1.1. Понятие множества. Множеством называется любое
объединение в одно целое определенных объектов. Объекты, со-
ставляющие множество, называются точками. Любая часть то-
чек данного множества называется его подмножеством. Множе-
ство, не содержащее точек, называется пустым и обозначается ∅.

Примерами могут служить множество N натуральных чисел,
множество Z всех комплексных чисел, множество Q всех раци-
ональных чисел, множество Q+ всех неотрицательных рацио-
нальных чисел, множество R всех вещественных чисел, множе-
ство R+ всех неотрицательных вещественных чисел. Буквой T
будет обозначаться произвольное множество вещественных чи-
сел.

В этом подразделе предполагается, что все рассматриваемые
множества являются подмножествами данного множества, ко-
торое мы обозначим прописной греческой буквой Ω (омега). Его
точки будут обозначаться строчной греческой буквой w (оме-
га). Отношения между точками и множествами, а также меж-
ду множествами мы будем записывать с помощью знаков Пеано
(Giuseppe Peano). А именно, если w и A — точка и подмножество
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множества Ω, то записи w ∈ A и w /∈ A соответственно означа-
ют, что w принадлежит A и w не принадлежит A. Если A и B —
подмножества множества Ω, то запись A ⊆ B означает, что A
является частью (подмножеством) B. Чтобы подчеркнуть, что
A является частью B и не совпадает с ним, мы будем писать
A ⊂ B.

Множества A и B называются равными, если они состоят из
одних точек. Для доказательства равенства множеств A и B до-
статочно убедиться, что каждое из них является частью другого.

Множество, точками которого являются подмножества неко-
торого множества, называется классом или семейством мно-
жеств.

Объединением множеств из непустого класса (семейства) L
называется множество точек из Ω, каждая из которых принад-
лежит хотя бы одному из множеств класса (семейства) L, и
обозначается ∪A∈LA. В случае пустого класса L мы полагаем
∪A∈LA = ∅.

Пересечением множеств из непустого класса (семейства) L
называется множество точек из Ω, каждая из которых принадле-
жит всем множествам из класса L, и обозначается ∩A∈LA. В слу-
чае пустого класса (семейства) L мы полагаем ∩A∈LA = Ω.

Разностью множеств A и B называется множество точек из
A, которые не принадлежат B, и обозначается A \ B. Разность
Ω \A называется дополнением множества A и обозначается Ac.

Объединение (A \ B) ∪ (B \ A) называется симметрической
разностью множеств A и B и обозначается A△B.

1.1.2. Теорема. Операции с множествами связаны между
собой правилами де Моргана (Augustus De Morgan).

(∪A∈LA)
c = ∩A∈LA

c, (∩A∈LA)
c = ∪A∈LA

c.

◮ Докажем, например, первое равенство. Если w ∈ (∪A∈LA)c,
то w /∈ ∪A∈LA и, следовательно, w /∈ A для любого A ∈ L. По-
этому w ∈ Ac для любого A ∈ L и, следовательно, w ∈ ∩A∈LAc.
Аналогично можно доказать, что ∩A∈LAc ⊆ (∪A∈LA)c. Множе-
ства ∩A∈LAc и (∪A∈LA)c равны, так как являются частями друг
друга. ◭

Операции объединения и пересечения обладают свойствами
коммутативности, ассоциативности и дистрибутивности. Свой-
ство коммутативности состоит в том, что объединение и пере-
сечение множеств из данного класса не зависят от их «располо-
жения» в классе. Например, A ∪ B = B ∪ A и A ∩ B = B ∩ A.
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Если класс L представляет собой объединение классов Lt, t ∈ T,
то свойство ассоциативности выражается равенствами

∪A∈LA = ∪t∈T (∪A∈LtA), ∩A∈LA = ∩t∈T (∩A∈LtA).

Пусть B — множество и L — класс множеств. Свойство дис-
трибутивности выражается равенствами

B ∪ (∩A∈LA) = ∩A∈L(B ∪A), B ∩ (∪A∈LA) = ∪A∈L(B ∩A).

Последовательность {An}n≥1 множеств называется возраста-
ющей (убывающей), если An ⊆ An+1 (An+1 ⊆ An) для всех n ∈ N.
Тот факт, что последовательность {An}n≥1 возрастает (убывает)
обозначается следующим образом An ↑ (An ↓).

Пусть дано подмножество A множества Ω. Функция 1A : Ω →
→ R, 1A(w) = 1, если w ∈ A, и 1A(w) = 0, если w ∈ Ac, называется
индикаторной функцией множества A.

Операции с множествами можно выразить в терминах их ин-
дикаторных функций. Например, соотношения A ⊆ B, A = B,
A ∩B = ∅ между множествами A и B эквивалентны соотноше-
ниям 1A ≤ 1B , 1A = 1B, 1A∩B = 1A1B = 0.

1.1.3. Определение. Пусть дан класс множеств Ωt, t ∈ T.
Множество функций wt, t ∈ T, со значениями wt ∈ Ωt называ-
ется прямым произведением множеств Ωt, t ∈ T, и обозначается
×t∈TΩt. Прямое произведение ×t∈TAt подмножеств At ⊆ Ωt на-
зывается прямоугольником со сторонами At, t ∈ T.

Пустое множество ∅ можно рассматривать как прямоуголь-
ник, некоторые стороны которого являются пустыми множества-
ми.

1.1.4. Пример. Если T = {1, . . . , d}, то прямое произведение
множеств Ω1, . . . ,Ωd совпадает с множеством наборов (w1, . . . ,wd), wk ∈ Ωk, k = 1, . . . , d, и обозначается ×d

t=1Ωt. Оно пред-
ставляет собой обобщение евклидова пространства Rd, которое
является произведением d копий вещественной прямой R.

1.1.5. Пример. Прямое произведение множеств Ωk, k ∈ N,
состоит из последовательностей (w1, . . . ,wk, . . .), wk ∈ Ωk, k ∈ N,
и обозначается ×∞

k=1Ωk.
Множество называется конечным, если оно состоит из конеч-

ного числа точек. Пустое множество считается конечным. Мно-
жество называется бесконечным, если оно не является конеч-
ным.

1.1.6. Определение. Множество A называется счетным, ес-
ли его можно записать в виде последовательности {an}n≥1. При
этом понадобятся все натуральные числа.
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1.1.7. Теорема. (i) Любое бесконечное множество содер-
жит счетное подмножество. (ii) Любое подмножество счет-
ного множества конечно или счетно. (iii) Объединение конечно-
го или счетного числа счетных множеств счетно. (iv) Объеди-
нение счетного числа конечных множеств конечно или счетно.
(v) Прямое произведение конечного числа счетных множеств
счетно.

◮ Доказательство этой теоремы можно найти в учебниках по
математическому анализу. ◭

Из теоремы следует, что множества N и N×N эквивалентны.
Множество Q = {±m/n : m ∈ {0}∪N,n ∈ N} всех рациональных
чисел счетно. Оно эквивалентно множеству N × N. Множество
двоично рациональных чисел 2−nk, k = 0, . . . , 2n, n ∈ N, будучи
объединением конечных множеств {k2−n : k = 0, . . . , 2n}, n ∈ N,
счетно.

1.1.8. Определение. Бесконечное множество, не являюще-
еся счетным, называется несчетным множеством.

Каждое из множеств Rd, d ∈ N, и R∞ = ×∞
n=1An с An = R,

является несчетным.
1.1.9. Определение. Множество A ⊆ Rd называется выпук-

лым, если ax+ (1− a)y ∈ A для любых x, y ∈ A, a ∈ (0, 1).
Следующий список содержит все выпуклые множества на ве-

щественной прямой: ∅, {a}, (a, b), (a, b], [a, b), [a, b], (−∞, a), (−∞,
a], (a,∞), [a,∞),R = (−∞,∞), где a, b ∈ R.

Любое бесконечное выпуклое множество является несчетным.

1.2. Классы множеств

Напомним, что классом множеств называется множество,
точками которого являются подмножества некоторого множе-
ства. Обозначим 2Ω класс всех подмножеств множества Ω.

1.2.1. Определение. Класс E ⊆ 2Ω называется p-классом,
если A ∩ B ∈ E для любых A,B ∈ E . Класс A ⊆ 2Ω называется
алгеброй, если множества Ω, Ac, A∪B принадлежат A для любых
A,B ∈A.

Класс F ⊆ 2Ω называется сигма-алгеброй (-алгеброй), если
он является алгеброй и содержит объединение счетного числа
любых своих множеств. Класс D ⊆ 2Ω называется l-классом, ес-
ли Ω ∈ D и A\B ∈ D, ∪∞

n=1An∈D для любых A,B,An∈D, n ∈ N,
B ⊆ A,An ↑.
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Класс 2Ω является примером p/l-класса, алгебры, -алгебры.
1.2.2. Теорема. Если некоторый класс L ⊆ 2Ω множеств

является p-классом и l-классом, то он является сигма-алгеб-
рой.

◮ Если A,B ∈ L, то A ∪ B = (Ac ∩ Bc)c ∈ L. Пусть An ∈ L,
n ∈ N.

Множества Bn = ∪n
k=1Ak ∈ L, n ∈ N, образуют возраста-

ющую последовательность. Так как L является l-классом, то
∪∞
n=1Bn∈L. Поэтому ∪∞

n=1An∈L, так как ∪∞
n=1An=∪∞

n=1Bn. ◭

1.2.3. Теорема. Пересечение произвольного числа l/p-клаc-
сов, алгебр, сигма-алгебр является соответственно l/p-клас-
сом, алгеброй, сигма-алгеброй.

◮ Утверждение следует непосредственно из определений пе-
речисленных классов. ◭

1.2.4. Определение. Пересечение всех сигма-алгебр, содер-
жащих данный класс L ⊆ 2Ω, называется сигма-алгеброй, по-
рожденной классом L, и обозначается (L).

Сигма-алгебра, порожденная классом L, также называется
минимальной -алгеброй, содержащей класс L. Минимальная
сигма-алгебра существует. Действительно, -алгебра 2Ω содер-
жит класс L. Далее следует применить теорему 1.2.3.

По аналогии с сигма-алгеброй, порожденной классом L, мож-
но определить и доказать существование минимальной алгебры
и минимального p/l-класса, содержащих данный класс L.

1.2.5. Определение. Сигма-алгебра, порожденная классом
открытых множеств евклидова пространства Rd, называется бо-
релевской сигма-алгеброй и обозначается B(Rd). Множества из
B(Rd) называются борелевскими множествами.

Напомним, что подмножество евклидова пространства Rd на-
зывается открытым, если его можно представить в виде объ-
единения некоторого конечного или бесконечного числа откры-
тых шаров B(a, r) = {x ∈ Rd : ‖x − a‖ < r}. Точка a = (a1, . . . ,
ad) ∈ Rd называется центром открытого шара, число r > 0 назы-
вается радиусом открытого шара. Величина ‖x − y‖ =

=
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xd − yd)2 называется расстоянием между
точками x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd и y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd. Множество
F ⊆ Rd называется замкнутым, если его дополнение F c явля-
ется открытым множеством. Из этого определения следует, что
множества ∅ и Rd открыты и замкнуты. С помощью правил де
Моргана можно убедиться, что борелевская сигма-алгебра B(Rd)
порождается классом замкнутых множеств.

11



Наряду с множеством R всех вещественных чисел нам при-
дется иметь дело с множеством R = [−∞,∞]. Множества R иR называют вещественной прямой и расширенной веществен-
ной прямой. Множество A ⊆ R называется открытым, если его
можно представить в виде объединения конечного или бесконеч-
ного числа множеств вида (a, b), [−∞, a), (a,∞], a, b ∈ R, a < b.
Обозначим M1 класс таких множеств с a, b ∈ Q. Нетрудно ви-
деть, что любое открытое множество O ⊆ R можно представить
в виде объединения конечного или счетного числа множеств из
класса M1. Множество F ⊆ R называется замкнутым, если его
дополнение F c = R \F является открытым множеством. Сигма-
алгебра B(R), порожденная классом открытых в R множеств, на-
зывается борелевской сигма-алгеброй расширенной веществен-
ной прямой.

Множество Rd
точек (a1, . . . , ad), ak ∈ R, называется расши-

ренным евклидовым пространством. Множество A ⊆ Rd
назы-

вается открытым, если его можно представить в виде объедине-
ния конечного или бесконечного числа прямоугольников ×d

k=1Ok

с открытыми сторонами O1, . . . , Od ⊆ R. Обозначим Md класс
множеств ×d

k=1Ok, где Ok ∈ M1. Класс Md состоит из счетного
числа множеств. Легко убедиться, что любое открытое множе-
ство O ⊆ Rd

можно представить в виде объединения конечного
или счетного числа множеств из Md. Множество F ⊆ Rd

назы-
вается замкнутым, если его дополнение F c = Rd \ F является

открытым множеством. Обозначим Kd класс множеств Rd\O, где

O ∈ Md. Легко видеть, что любое замкнутое множество F ⊆ Rd

можно представить в виде пересечения конечного или счетного
числа множеств из Kd.

Сигма-алгебра B(Rd
), порожденная классом всех открытых вRd

множеств, называется борелевской сигма-алгеброй расширен-
ного евклидова пространства Rd

. Множества из B(Rd
) называют-

ся борелевскими множествами. С помощью правил де Моргана
можно убедиться, что сигма-алгебра B(Rd

) порождается классом
всех замкнутых в Rd

множеств.
Расширенное евклидово пространство обладает свойством

компактности.
1.2.6. Теорема. Пересечение ∩t∈TFt любого числа замкну-

тых множеств Ft ⊆ Rd
, t ∈ T, содержит, по крайней мере одну

точку, если ∩n
k=1Ftk 6= ∅ для любых n ∈ N и t1, . . . , tn ∈ T.
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◮ Предположим, что ∩t∈TFt = ∅. По правилу де Моргана
выполняется равенство Rd

= ∪t∈TF c
t . Найдется конечное число

множеств F c
t1 , . . . , F

c
tn со свойством ∪n

k=1F
c
tk

= Rd
. В этом мож-

но убедиться, повторив, почти дословно, доказательство клас-
сической теоремы Бореля-Лебега (см. [52], с. 181) о покрытии.
По правилу де Моргана, мы получим невозможное равенство
∩n
k=1Ftk = ∅. ◭

Следующая теорема Серпинского [47] помогает упростить до-
казательства многих трудных утверждений.

1.2.7. Теорема. Пусть даны p-класс C ⊆ 2Ω и l-класс D ⊆ 2Ω.
Если C ⊆ D, то (C) ⊆ D.

◮ Пусть l(C) обозначает l-класс, порожденный p-классом C.
Возьмем произвольное множество A ∈ C и обозначим L(A) класс
множеств B ∈ l(C) таких, что A∩B ∈ l(C). Нетрудно убедиться,
что L(A) является p-классом. Класс L(A) содержит p-класс C и,
следовательно, L(A) = l(C). Возьмем произвольное множество
B ∈ l(C) и обозначим M(B) класс множеств D ∈ l(C) таких,
что B ∩ D ∈ l(C). Он является l-классом. Так как C ⊆ M(B),
то M(B) = l(C), другими словами, l(C) является p-классом. По
теореме 1.2.2 класс l(C) является -алгеброй. ◭

1.2.8. Теорема. Пусть даны множество B ∈ 2Ω и класс
L ⊆ 2Ω. Если L является алгеброй, сигма-алгеброй, p/l-классом,
то класс B∩L = {B∩A : A ∈ L} ⊆ 2B является соответствен-
но алгеброй, сигма-алгеброй, p/l-классом.

◮ Утверждение непосредственно следует из определений пе-
речисленных классов множеств. ◭

1.2.9. Определение. Пусть даны множества Ω и Ω′, класс
L′ ⊆ 2Ω

′

, отображение f : Ω → Ω′. Множество {w ∈ Ω : f(w) ∈ A′}
называется прообразом множества A′ ⊆ Ω′ и обозначается
f−1(A′) или {f ∈ A′}. Класс f−1(L′) = {f−1(A′) : A′ ∈ L′} назы-
вается прообразом класса L′.

Чтобы подчеркнуть связь с отображением, множество f−1(A′)
также называется прообразом множества A′ относительно отоб-
ражения f. Аналогично, класс f−1(L′) называется прообразом
класса L′ относительно отображения f. Он также называется
классом, порожденным отображением f.

1.2.10. Теорема. Пусть даны отображение f множества
Ω в множество Ω′ и некоторый класс L′ ⊆ 2Ω

′

. Если L′ являет-
ся алгеброй, p/l-классом, сигма-алгеброй, то класс f−1(L′) ⊆ 2Ω

является соответственно алгеброй, p/l-классом, сигма-алгеб-
рой.
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◮ Все утверждения следуют из следующих свойств прообра-
зов:

f−1(Ω′) = Ω, f−1(∅) = ∅, f−1(A′ ∩B′) = f−1(A′) ∩ f−1(B′),

Ω \ f−1(A′) = f−1(Ω′ \ A′), f−1(∪∞
n=1A

′
n) = ∪∞

n=1f
−1(A′

n),

для любых множеств A′, B′, A′
n ⊆ Ω′, n ∈ N, с сохранением свой-

ства монотонности: если A′
n ↑ (A′

n ↓), то f−1(A′
n) ↑ (f−1(A′

n) ↓). ◭
1.2.11. Теорема. Пусть даны отображение f : Ω → Ω′ мно-

жества Ω в множество Ω′ и некоторый класс L ⊆ 2Ω. Ес-
ли класс L является алгеброй, сигма-алгеброй, p/l-клаcсом, то

класс {A′ ⊆ Ω′ : f−1(A′) ∈ L} ⊆ 2Ω
′

является соответственно
алгеброй, сигма-алгеброй, p/l-клаcсом.

◮ Теорема следует из знакомых свойств прообразов отно-
сительно отображения f, перечисленных в предыдущей теоре-
ме. ◭

1.2.12. Определение. Пара (Ω,F), состоящая из некоторого
множества Ω и некоторой сигма-алгебры F ⊆ 2Ω, называется из-
меримым пространством. Множества из F называются измери-
мыми множествами. Пусть дано семейство (Ωt,Ft), t ∈ T, изме-
римых пространств. Прямоугольник ×t∈TAt называется измери-
мым, если At ∈ Ft для всех t ∈ T. Сигма-алгебра, порожденная
классом измеримых прямоугольников со сторонами At = Ωt за
исключением конечного числа t ∈ T, называется прямым произ-
ведением сигма-алгебр Ft, t ∈ T, и обозначается ⊗t∈TFt. Изме-
римое пространство (×t∈TΩt,⊗t∈TFt) называется прямым про-
изведением измеримых пространств (Ωt,Ft), t ∈ T.

Если T = {1, . . . , d} или T = {tk}k≥1, то прямое произведе-
ние измеримых пространств (Ωt,Ft), t ∈ T обозначают (×d

k=1Ωk,

⊗d
k=1Fk) и (×∞

k=1Ωtk ,⊗∞
k=1Ftk).

1.2.13. Определение. Пусть (×t∈TΩt,⊗t∈TFt) — прямое
произведение измеримых пространств (Ωt,Ft), t ∈ T. Для лю-
бых U ⊂ T и A ⊆ ⊗t∈UFt множество CU (A) функций из ×t∈TΩt,
сужения которых на U принадлежат A, называется цилиндри-
ческим множеством с основанием A. Если U — конечное множе-
ство, то CU (A) называется цилиндрическим множеством с ко-
нечномерным основанием.

Прямое произведение ×t∈TΩt является цилиндрическим мно-
жеством. Из равенства (CU (A))

c = CU (A
c) следует, что допол-

нение цилиндрического множества суть цилиндрическое множе-
ство.
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1.2.14. Теорема. Пусть (×t∈TΩt,⊗t∈TFt) — прямое произве-
дение бесконечного числа измеримых пространств (Ωt,Ft), t∈T.
Класс A цилиндрических множеств с конечномерными основа-
ниями является алгеброй и (A) = ⊗t∈TFt.

◮ Нам нужно доказать только то, что класс A содержит объ-
единение любых своих множеств CU (A) и CV (B), где U = {t1,
. . . , tn}, V = {t′1, . . . , t′m}, A ∈ ⊗n

k=1Ftk , B ∈ ⊗m
k=1Ft′k

. Обозначим
отображения p1 : ×t∈U∪V Ωt → ×t∈UΩt и p2 : ×t∈U∪V Ωt → ×t∈V Ωt,
переводящие функцию wt, t ∈ U∪V, в ее сужения на множества U
и V соответственно. Если p−1

1 (A), p−1
2 (B) ∈ ⊗t∈U∪V Ft и выполня-

ются равенства CU∪V (p−1
1 (A)) = CU (A), CU∪V (p−1

2 (B)) = CV (B),
то

CU (A) ∪ CV (B) = CU∪V (p−1
1 (A)) ∪ CU∪V (p−1

2 (B))

= CU∪V (p−1
1 (A) ∪ p−1

2 (B)) ∈ A.

Докажем соотношения, которыми мы воспользовались. Обо-
значим L класс множеств A ∈ ⊗t∈UFt, для которых p−1

1 (A) ∈
∈ ⊗t∈U∪V Ft и CU∪V (p−1

1 (A)) = CU (A). Класс L содержит про-
извольный измеримый прямоугольник D = ×n

k=1Dtk , так какp−1
1 (D) = ×t∈U∪V Ct, где Ct = Dtk для всех t = tk ∈ U и

Ct = Ωk для всех t = tk /∈ U. Множества CU∪V (×t∈U∪V Ct) и
CU (×m

k=1Dtk) совпадают по определению цилиндрического мно-
жества. Нетрудно убедиться, что класс L является -алгеброй.
Алгебра A содержится в ⊗t∈TFt и содержит любой прямоуголь-
ник ×t∈TAt со сторонами At ∈ Ft, At = Ωt для всех t ∈ T за
исключением конечного числа. Поэтому (A) = ⊗t∈TFt. ◭

1.3. Функции множеств

Исследуем некоторые свойства вещественных функций, опре-
деленных на произвольной алгебре A ⊆ 2Ω. Напомним, что 2Ω

обозначает класс всех подмножеств множества Ω.
1.3.1. Определение. Функция m : A → R называется заря-

дом, если принимает только одно из значений ±∞, m{∅} = 0,

счетно аддитивна: m{ ∞
⋃

n=1
An} =

∞
∑

n=1

m{An} для любых попарно

непересекающихся множеств An ∈ A, n ∈ N,
∞
⋃

n=1
An ∈ A. Заряд

называется конечным, если |m{A}| < ∞ для любого A ∈ A. За-
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ряд называется счетно конечным, если существуют множества

An ∈ A, n ∈ N, такие, что Ω =
∞
⋃

n=1
An и |m{An}| < ∞ для всех

n ∈ N. Неотрицательный заряд называется мерой.
Любой заряд m обладает свойством конечной аддитивности:

для любых попарно непересекающихся множеств A1, . . . , An ∈ A

выполняется равенство m{ n
⋃

k=1

Ak} =

n
∑

k=1

m{Ak}. Из этого свойства

заряда следует, что |m{A}| < ∞ и m{B \ A} = m{B} − m{A} для
любых A,B ∈ A, A ⊂ B, |m{B}| < ∞.

1.3.2. Теорема. Любой заряд m : A → R обладает свойства-
ми:

(i) Если A ∋ An ↑, A =
∞
⋃

n=1
An ∈ A, то m{A} = lim

n→∞
m{An}.

(ii) Если A ∋ An ↓, A =
∞
⋂

n=1
An ∈ A, |m{Am}| < ∞ для некото-

рого m ∈ N, то m{A} = lim
n→∞

m{An}.
◮ Утверждение (i) называется свойством непрерывности за-

ряда снизу. Множества B1 = A1, Bn = An \ An−1, n ∈ N, n ≥ 2,

принадлежат A, попарно не пересекаются и
∞
⋃

n=1
Bn =

∞
⋃

n=1
An,

n
⋃

k=1

Bk = An. С учетом этих наблюдений, мы получимm{ ∞
⋃

n=1

An} =

∞
∑

n=1

m{Bn} = lim
n→∞

n
∑

k=1

m{Bk} = lim
n→∞

m{An}.

Утверждение (ii) называется свойством непрерывности заря-
да сверху. Оно вытекает из утверждения (i). ◭

Утверждение (ii) выполняется, в частности, для любой убы-
вающей последовательности {An}n≥1 множеств An ∈ A с пустым

пересечением
∞
⋂

n=1
An = ∅. В этом случае оно называется свой-

ством непрерывности заряда сверху на пустом множестве.
1.3.3. Теорема. Конечно аддитивная функция m : A → R яв-

ляется зарядом тогда и только тогда, когда она непрерывна
сверху на пустом множестве.

◮ Обратим внимание, что функция m не принимает беско-
нечных значений. В силу предыдущей теоремы требуется до-
казать только достаточность условия. Так как |m{∅}| < ∞ и
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m{∅} = m{∅}+m{∅}, то m{∅} = 0. Пусть An ∈ A, A=
∞
⋃

n=1
An∈A,

An ∩ Am = ∅, n 6= m. Заметим, что Bn = A \
n
⋃

k=1

Ak ∈ A, Bn ↓,
∞
⋂

n=1
Bn = ∅. Поэтому

0 = lim
n→∞

m{Bn} = lim
n→∞

(m{A} − n
∑

k=1

m{Ak}
)

=

= m{A} − ∞
∑

k=1

m{Ak}. ◭

1.3.4. Теорема. Любая мера m : A → R+ обладает свойства-
ми:

(i) Если A,B ∈ A и A ⊂ B, то m{A} ≤ m{B}.
(ii) Если A,B ∈ A, то m{A ∪B} ≤ m{A} + m{B}.

(iii) Если An ∈ A, A =
∞
⋃

n=1
An ∈ A, то m{A} ≤

∞
∑

n=1

m{An}.

◮ Утверждения (i) и (ii) называются свойствами монотон-
ности и полуаддитивности меры. Они являются следствиями
равенства m{B} = m{A} + m{B \ A}. Утверждение (iii) назы-
вается свойством счетной полуаддитивности меры. Заметим,

что множества B1 = A1, Bn = An \
n−1
⋃

k=1

Ak, n ≥ 2, принадле-

жат A. Они попарно не пересекаются, Bn ⊂ An для всех n ∈ N
и

∞
⋃

n=1
Bn =

∞
⋃

n=1
An. Отсюда и из (i) следует, что m{ ∞

⋃

n=1
An} =

=

∞
∑

n=1

m{Bn} ≤
∞
∑

n=1

m{An}. ◭

1.3.5. Теорема. Пусть заряд m : F → R определен на неко-
торой сигма-алгебре F ⊆ 2Ω. Предположим, что F порожде-
на некоторым p-классом C и существуют множества En ∈ C,
n ∈ N, такие, что Ω =

∞
⋃

n=1
En и |m{En}| < ∞ для всех n ∈ N.

Тогда заряд m однозначно определяется своими значениями на
множествах из C.

◮ Требуется доказать равенство m = n, если n — другой за-
ряд, определенный на F , такой, что n{A} = m{A} для всех A ∈ C.
Можно считать, что множества En, n ∈ N, попарно не пересека-
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ются. Достаточно доказать равенство m{A ∩ En} = n{A ∩ En}

для любых A ∈ F и n ∈ N, так как m{A} =

∞
∑

n=1

m{A ∩ En} иn{A} =

∞
∑

n=1

n{A ∩ En}. Поэтому можно считать, что заряды m иn конечны. Нетрудно проверить, что класс L = {A ∈ F : m{A} =
= n{A}} является l-классом. Он содержит p-класс C. По теореме
1.2.7 выполняется равенство L = (C). По условию (C)=F . ◭

1.3.6. Теорема. Пусть счетно конечная мера m : F → R
определена на некоторой сигма-алгебре F ⊆ 2Ω. Предположим,
что F порождена некоторой алгеброй A. Тогда мера m однознач-
но определяется значениями m{A}, A ∈ A.

◮ Доказательство похоже на доказательство предыдущей
теоремы. См. также [53], § 13. ◭

Предположим, что мера определена на некотором классе мно-
жеств. Возникает естественный вопрос о продолжении этой ме-
ры на более богатый класс множеств.

1.3.7. Теорема. Пусть счетно конечная мера m : A → R+

определена на некоторой алгебре A ⊆ 2Ω. Тогда существует
единственная мера m : (A) → R+, совпадающая с m на A.

◮ Доказательство можно найти в [53], § 13. ◭

1.3.8. Определение. Тройка (Ω,F ,m), состоящая из мно-
жества Ω, некоторой сигма-алгебры F ⊆ 2Ω и меры m : F → R+,
называется пространством с мерой. Пространство с мерой назы-
вается полным, если 2A ⊆ F для любого A ∈ F ,m{A} = 0.

Имеется правило (см. [53], § 13) по которому любое простран-
ство с мерой можно пополнить.

Неубывающая, непрерывная справа функция F : R → R на-
зывается функцией распределения.

1.3.9. Теорема. Для любой функции распределения F : R→R
существует единственная счетно конечная мера mF : B(R)→R+

со свойством mF {(a, b]} = F (b)− F (a) для любых a, b ∈ R, a < b.
◮ Определим функцию mF {(a, b]} = F (b) − F (a) на классе

множеств вида (a, b] ⊂ R, a < b. Можно доказать (см. [53], § 15),
что она счетно аддитивна и допускает расширение на B(R). ◭

Мера mF называется мерой Лебега—Стилтьеса в честь Ле-
бега (Henri Léon Lebesgue) и Стилтьеса (Thomas Joannes Stiel-
tjes).

1.3.10. Пример. Мера mF : B(R) → R+, порождаемая функ-
цией F (x) = x, x ∈ R, называется мерой Лебега.
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1.3.11. Определение. Мера m : B(Rd) → R+ называется ре-
гулярной, если для любого A ∈ B(Rd) выполняются равенстваm{A} = inf{m{O}, A ⊆ O : Rd ⊇ O — открытое множество} иm{A} = sup{m{F}, A ⊇ F : Rd ⊇ F — замкнутое множество}.

1.3.12. Теорема. Любая мера m : B(Rd) → R+ регулярна.
◮ Обратим внимание, что речь идет о конечной мере m. Ранее

упоминалось, что класс всех замкнутых множеств F ⊆ Rd явля-
ется p-классом и порождает сигма-алгебру B(Rd). Обозначим L
класс множеств A ∈ B(Rd), для которых теорема справедлива.
Достаточно доказать равенство L = B(Rd). Нетрудно доказать,
что L является l-классом и содержит класс замкнутых мно-
жеств. По теореме 1.2.7 выполняется равенство L = B(Rd). ◭

1.3.13. Теорема. Для любой меры m : B(Rd) → R+, для любыхe > 0 и A ∈ B(Rd) найдется компактное множество K ⊆ A
такое, что m{A \K} < e.

◮ Напомним, что множество K ⊂ Rd компактно, если оно
ограничено и замкнуто. Множество Kn = [−n, n]×· · ·× [−n, n] ⊂
⊂ Rd компактно, Kc

n ↓ при n ↑ и ∩∞
n=1K

c
n = ∅. По теореме 1.3.2

мы получим, что limn→∞ m{Kc
n} = 0. Найдется n0 такое, чтоm{Kc

n0
} < e/2. По теореме 1.3.12 существует замкнутое множе-

ство F ⊆ A со свойством m{A\F} < e/2. Компактное множество
K = F ∩Kn0 удовлетворяет условию m{A \K} < e. ◭

1.4. Измеримые функции

1.4.1. Определение. Пусть даны два измеримых простран-
ства (Ω,F) и (Ω′,F ′). Отображение f : Ω → Ω′ называется изме-
римым, если f−1(A′) ∈ F для любого A′ ∈ F ′.

Чтобы подчеркнуть связь с другой сигма-алгеброй F ′, изме-
римое отображение f называют F ′/F-измеримым. Измеримое
отображение f : Ω → Ω′ также называется измеримой функци-
ей или, более подробно, измеримой функцией со значениями в
Ω′. Например, отображение f(w) = w′, переводящее все точкиw ∈ Ω в некоторую фиксированную точку w′ ∈ Ω′, измеримо,
если {w′} ∈ F ′. Понятие измеримого отображения (функции)
представляет собой обобщение понятия борелевской функции.

Напомним, что отображение f : Rd → Rd′
называется борелев-

ской функцией, если f−1(A) ∈ B(Rd) для любого A ∈ B(Rd′
).

Размерности d и d′ евклидовых пространств Rd и Rd′
могут быть

любыми натуральными числами.
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